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الوحـدةالوحـدةالوحـدةالوحـدةالوحـدةالوحـدة
النهايات والاتصالالأولىالأولىالأولىالأولىالأولىالأولى

1

 óMCG πeÉµàdGh π``°VÉØàdG ó``©j
 »àdG á°ù«FôdG äÉ«``°VÉjôdG QhÉfi ºgCG
 áYƒæàŸG á«≤«Ñ£àdG πFÉ°ùŸG πëH ≈æ©J
 á«FÉjõ«ØdGh á«``°Sóæ¡dG ä’É``éŸG ‘
 á«``°SÉ°SC’G áæÑ∏dG É``eCG .ájOÉ``°üàb’Gh
 ´ƒ°Vƒe ‘ πãªààa QƒëŸG Gòg º¡Ød
 ∑ƒ∏``°S ‘ åëÑj …ò``dG äÉ``jÉ¡ædG
 ¢S Ò¨àŸG ÜÎ``≤j É``eóæY ¿GÎ``b’G
 ∫É°üJ’G ´ƒ``°Vƒeh ,Oófi OóY øe
 ,¿GÎ``b’G  ≈``æëæe ∞``°üj …ò``dG
 ∫É``°üJG  óLƒj ¿Éc GPEG ÚÑj …òdGh
 πµ°T É kØ°UGh ,’ ΩCG IOófi á£≤f óæY

.Év«°Sóæg ∫É°üJ’G ΩóY

 ¢U

¢S
 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`

1

(¢S)¥
5

6

10
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Limits and Continuity

:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg á°SGQO ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj

 øY ÒÑ©àdG  ‘ áeóîà°ùŸG  á¨«°üdGh ájÉ¡ædG  Ωƒ¡Øe Ò°ùØJ  •
.á£≤f óæY ¿GÎbG ájÉ¡f

 Év«fÉ«H (Ö©°ûàe ,»Ñ°ùf ,OhóM Òãc) ¿GÎbG ájÉ¡f ÜÉ°ùM  •
.ÉvjÈLh

.á£≤ædG √òg óæY ¬àª«bh ,á£≤f óæY ¿GÎbG ájÉ¡f õ««“  •
 ,Ohó◊G  äGÒãc  äÉfGÎbÓd  á£≤f  óæY  ∫É°üJ’G  á°SGQO  •

.á«Ñ°ùædG äÉfGÎb’Gh ,áÑ©°ûàŸG äÉfGÎb’Gh

11
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Limits النهايات الفصل
الأول

.ájÉ¡ædG Ωƒ¡Øe öùØJ 
.á£≤f óæY ¿GÎbG ájÉ¡f øY ÒÑ©àdG ‘ RƒeôdG Ωóîà°ùJ 

.ÉvjÈLh Év«fÉ«H (Ö©°ûàe ,»Ñ°ùf ,OhóM Òãc) ¿GÎbG ájÉ¡f Ö°ù– 
.á£≤ædG √òg óæY ¬àª«bh ,á£≤f óæY ¿GÎbG ájÉ¡f õ«“ 

äÉLÉàædG

k’hCGمفهوم النهاية

 πãÁ  …òdG  (1-1)  πµ°ûdG  ≈∏Y  G kOÉªàYG
 øY ÖLCG  ,1+ ¢S  = (¢S)¥ ¿GÎb’G  ≈æëæe

:Ú«JB’G ÚdGDƒ°ùdG
 ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G É¡æe ÜÎ≤j »àdG áª«≤dG Ée  (1

?Úª«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J
 ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G É¡æe ÜÎ≤j »àdG áª«≤dG Ée  (2

?QÉ°ù«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J

 π°üØdG Gòg ‘ ±ô©àà°Sh ,Ú©e ¿GÎbG ÒKCÉJ â– OóY IQƒ°U óŒ ∞«c á≤HÉ°S ±ƒØ°U ‘ âaô©J
.Oó©dG Gòg óæY Ékaô©e ¿GÎb’G øµj º`d ƒd ≈àM , Ée OóY øe √Ò¨àe ÜÎ≤j ÉeóæY ¿GÎb’G ∑ƒ∏°S

 k’hóL Å°ûfCÉa ,2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J ÉeóæY 1 + ¢S = (¢S)¥ ¿GÎb’G ∑ƒ∏°S á°SGQO äOQCG GPEG
 ,2 øe πbCG ôNB’G É¡°†©Hh ,2 øe ÈcCG É¡°†©H ¿ƒµj å«ëH ,2 Oó©dG ∫ƒM ¢S Ò¨àª∏d É kª«b ¬«a Oó–

:»JCÉj Éªc É¡d IôXÉæŸG (¢S)¥ º«b Ö°ùMG ºK

Concept of Limit

.(1–1) πµ°ûdG 

¢S

 ¢U

 2

 2

4

4

3

3

1

1

(¢S)¥
5
6
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2
¢S 32^52^12^012^0011^9991^91^51^11

(¢S)¥43^53^13^013^0012^9992^92^52^12
3

تعريف

 ÉeóæY ∫ Oó©dG øe ¥ ¿GÎb’G º«b âHÎbG GPEÉa .CG Oó©dG ∫ƒM áMƒàØe IÎa ≈∏Y Ékaô©e ÉkfGÎbG ¥ øµ«d
:RƒeôdÉHh ,CG Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ájÉ¡f »g ∫ ¿EÉa ,CG Oó©dG øe ¢S Ò¨àŸG ÜÎ≤j

   ∫ = (¢S)¥ É```````¡f                   
CG←¢S

 (¢S)¥ ¿EÉa ,(2 øe ÈcCG) Úª«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J ÉeóæY ¬fCG  ∫hó÷G øe ß pM’
 ÜÎ≤J (¢S)¥ ¿EÉa ,(2 øe πbCG) QÉ°ù«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J ÉeóæY ¬fCGh ,3 Oó©dG øe ÜÎ≤J

.(1-1) πµ°ûdG ô¶fG ,3 Oó©dG øe
:RƒeôdÉHh , 3 Oó©dG øe ÜÎ≤J (¢S)¥ ¿EÉa ,(2 <¢S) Úª«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J ÉeóæY

 3 = (¢S)¥ É````````¡f 
+2←¢S

.3 …hÉ°ùJ Úª«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S º«b ÜÎ≤J ÉeóæY (¢S)¥ ¿GÎb’G ájÉ¡f :CG nô≤oJh
:RƒeôdÉHh,3Oó©dG øe ÜÎ≤J (¢S)¥ ¿EÉa ,(2>¢S)QÉ°ù«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S ÜÎ≤J ÉeóæYh

 3 = (¢S)¥ É`````````¡f 
-2←¢S

.3 …hÉ°ùJ QÉ°ù«dG á¡L øe 2 Oó©dG øe ¢S º«b ÜÎ≤J ÉeóæY (¢S)¥ ¿GÎb’G ájÉ¡f :CG nô≤oJh
:¿CG ∫ÉãŸG Gòg ‘ ß pM’

 3 = (¢S)¥ É````````¡f = (¢S)¥ É````````¡f
-2←¢S                                 +2←¢S

 ,QÉ°ù«dG)  ÚgÉŒ’G  Óc  øe  2  Oó©dG  øe  ¢S  âHÎbG  Éª∏c  3  Oó©dG  øe  ÜÎ≤J  (¢S)¥  ¿EG  …EG
:RƒeôdÉHh ,(Úª«dGh

3 = (¢S) ¥ É```````¡f
2←¢S
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مثال  (١)

, ```````````````````````````  = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (2-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG
:(äóLh ¿EG ) »JCÉj É‡ πc áª«b óL

(2) ¥   (1
 (¢S)¥  É````````¡f   (2

+2←¢S

 (¢S)¥  É````````¡f   (3
-2←¢S

 (¢S)¥ É```````¡f   (4
2←¢S

2- ¢S - 2¢S
2 - ¢S

الحل
.(?GPÉŸ) {2} - ì ƒg ¥ ¿GÎb’G ∫É› ¿CG ß pM’  (1

 øª°V IÒ¨°U IôFGO º°SôH ∂dP ≈dEG  Ò°TCG  óbh  ,2 = ¢S ÉeóæY ±ô©e ÒZ (¢S)¥ ¿EÉa Gòd
2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe

 3 = (¢S)¥  É````````¡f  (2
+2←¢S

3 = (¢S)¥  É````````¡f  (3
-2←¢S

 (¢S)¥ º«b ¿EG …CG ;3 = (¢S)¥ É````````¡f = (¢S)¥ É````````¡f ¿CG ∫ÉãŸG Gòg ‘ ß pM’  (4
-2←¢S                  +2←¢S                                          

 ,(Úª«dGh ,QÉ°ù«dG) ÚgÉŒ’G Óc øe 2 Oó©dG øe ¢S º«b âHÎbG Éª∏c 3 Oó©dG øe ÜÎ≤J
:RƒeôdÉHh

   3 = (¢S)¥  É```````¡f
2←¢S

.(2–1) πµ°ûdG 

¢S

 ¢U

 2

 2

4

4

3

3

1

1

(¢S)¥
5
6
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مثال  (٢)

Ö©°ûàŸG ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG  (3-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG

:(äóLh ¿EG ) »JCÉj É‡ πc áª«b óL
(1) ¥   (1

 (¢S)¥  É````````¡f   (2
-1←¢S

 (¢S)¥  É````````¡f   (3
+1←¢S

(¢S)¥  É````````¡f   (4
1←¢S

الحل
:¿CG óŒ πµ°ûdG øeh , 1 = ¢S ÉeóæY Ö©°ûàe ¿GÎbG ¥ ¿CG ß pM’

2 = (1)¥  (1
1 = (¢S)¥  É````````¡f  (2

-1←¢S

3 = (¢S)¥  É````````¡f  (3
+1←¢S

 ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ∑ƒ∏°S ∞°üf ÉæfEÉa ,(¢S)¥  É````````¡f ≠ (¢S)¥ É````````¡f ¿CG ÉÃ  (4
+1←¢S                             -1←¢S          

 ,IOƒLƒe ÒZ ájÉ¡ædG ¿EG ∫ƒ≤dÉH 1Oó©dG øe ¢S º«b ÜÎ≤J ÉeóæY
 .IOƒLƒe ÒZ (¢S)¥  É```````¡f  :RƒeôdÉHh 

  1←¢S              

1 > ¢S ,       1
1 = ¢S ,       2
1 < ¢S ,       3 } = (¢S)¥

.(3–1) πµ°ûdG 

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4

4

3

3

1

(¢S)¥
5
6

1
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¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (4-1)  πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG

  ````````````````````  = (¢S) ¥

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL
 (¢S)¥  É````````¡f  (2                            (3) ¥  (1

-3←¢S                                                

 (¢S)¥  É```````¡f  (4             (¢S)¥  É````````¡f  (3
3←¢S                                                               +3←¢S

,(¢S)¥ É```````¡f h (¢S)¥  É``````¡f OƒLh øe óH ’ ,IOƒLƒe (¢S)¥  É``````¡f ¿ƒµàd ¬fCG »æ©j Gògh
+ CG ←¢S                           - CG ←¢S                                                                                     CG←¢S                      

(¢S)¥ É```````¡f = (¢S)¥ É```````¡f ¿ƒµJ ¿CGh
 + CG ←¢S                           - CG ←¢S                             

∫ = (¢S) ¥ É```````¡f âfÉc GPEG §≤ah GPEG ∫ = (¢S)¥ É```````¡f = (¢S)¥ É```````¡f
CG ←¢S                                                                                   - CG←¢S                 + CG←¢S

.IOƒLƒe ÒZ (¢S)¥ É```````¡f ¿EÉa (¢S)¥ É```````¡f ≠ (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG ÉeCG
CG←¢S                                 - CG←¢S                  + CG←¢S                     

1تدريب 

9 - 2¢S
3 - ¢S

.Oó OóY óæY ¿GÎbG ájÉ¡f OƒLh •öT äÉª∏µdÉH ∂∏«eõd í°Vh
تحدث وناقش 

.(4-1) πµ°ûdG 

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4

4

3

3

11`2`3`
1

(¢S)¥

5
6
7
8
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مثال  (٣)

 ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (5-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL
(0) ¥   (1

 (¢S)¥  É```````¡f   (2
2←¢S

 (¢S)¥  É```````¡f   (3
0←¢S

الحل
:¿CG (5-1) πµ°ûdG øe ßMÓf

0 = (0) ¥  (1
 , 2 = (¢S)¥ É````````¡f   , 2 = (¢S)¥ É````````¡f  (2

+2←¢S                                            -2←¢S

2 = (¢S)¥  É```````¡f   ∴
2←¢S      

 , 0 = (¢S)¥ É````````¡f   , 0 = (¢S)¥ É````````¡f  (3
+0←¢S                                    -0←¢S 

0 = (¢S)¥  É```````¡f   ∴
0←¢S    

0 > ¢S ,       ¢S-
 0 ≤ ¢S ,          ¢S } = (¢S)¥

.(5–1) πµ°ûdG 

 ¢S

 ¢U

 2

 2

4

4

3

3

11`2`3`

(¢S)¥5
6
7
8

1
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 ¢S

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥
5
6
7

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥5
6
7

2تدريب 

 ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (6-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG
:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL

(¢S)¥  É`````````¡f  (1
   1- ←¢S

 (¢S)¥  É````````¡f  (2
2←¢S

 (¢S)¥  É````````¡f  (3
3←¢S

مثال  (٤)

:»JCÉj É‡ vÓc óL ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (7-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG
1- = (¢S)¥ É```````¡f å«M ,CG âHÉãdG áª«b   (1

CG ←¢S                                    

å«M ,Ü âHÉãdG áª«b    (2
0 = (¢S)¥ É````````¡f         

Ü←¢S

                                            å«M ,`L âHÉãdG áª«b    (3
              .IOƒLƒe ÒZ (¢S)¥ É````````¡f         

`L←¢S

.(6–1) πµ°ûdG 

.(7–1) πµ°ûdG 
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 ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (8-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG
 :(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL

       (¢S)¥ É```````¡f  (1
2←¢S  

0 = (¢S)¥ É```````¡f å«M , CG âHÉãdG  (2
CG←¢S                               

(¢S)¥ É````````¡f å«M ,Ü âHÉãdG  (3
     Ü←¢S                                         

 .IOƒLƒe ÒZ  
 

.(8–1) πµ°ûdG 

الحل
1- = (¢S)¥ É````````¡f = (¢S)¥ É````````¡f  ¿EÉa , 1- = (¢S)¥ É```````¡f ¿CG ÉÃ  (1

+CG←¢S                                    - CG←¢S                                           CG←¢S      

 âHÎbG ób ¿ƒµJ ¢S áª«b ¿EÉa 1-  (¢S)¥ ¿ƒµJ ÉeóæY ¬fCG (7-1) πµ°ûdG øe ÚÑàj
2- = CG :¿PEG , 2- Oó©dG øe

0 = (¢S) ¥ É````````¡f  (2
Ü←¢S

1- = Ü ¿EÉa ¬æeh ,1-  ¢S ÉeóæY 0  (¢S)¥ ¿CG (7-1) πµ°ûdG øe ÚÑàj
(¢S)¥ É````````¡f ≠ (¢S)¥ É````````¡f :¿PEG ,IOƒLƒe ÒZ (¢S)¥ É````````¡f  (3

+`L←¢S                                  -`L←¢S                     `L←¢S

1 = `L :¿PEG  , 1  ¢S ÉeóæY ≥≤ëàj Gògh

3تدريب 

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥5
6
7
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 ¢S

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥
5
6
7

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

1
2`
3`

3`4`5`
1

(¢S)¥5
6
7

2`

 ¢S

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`

(¢S)¥
5
6
7

, `````````````````  = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈æëæe  πãÁ …òdG (9-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (1
 :(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL

 (2)¥  (  CG 
(¢S)¥ É```````¡f  (Ü

2←¢S

 (3)¥  (`L
(¢S)¥ É```````¡f  ( O

3←¢S 

 πãÁ …òdG (11-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (3
 :(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæe       

(¢S)¥ É```````¡f  (  CG 
 2←¢S

(¢S)¥ É```````¡f  (Ü
1←¢S

 .IOƒLƒe ÒZ (¢S)¥ É```````¡f å«M ,CG áª«b  (`L
CG←¢S                              

.G kôØ°U = (¢S)¥ É````````¡f å«M ,Ü º«b  ( O
Ü←¢S                                     

≈æëæe πãÁ …òdG (10-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (2
 :(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL ,¥ ¿GÎb’G      

(¢S)¥ É````````¡f  (  CG 
0^5←¢S

(¢S)¥ É````````¡f  (`L
 -2←¢S

4 - 2¢S
2 - ¢S

(¢S)¥ É````````¡f  (Ü
+2←¢S

(¢S)¥ É```````¡f  (  O
2←¢S 

ا�سئلة

.(9–1) πµ°ûdG 

.(10–1) πµ°ûdG 

.(11–1) πµ°ûdG 
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É k«fÉKنظريات النهـايات

 øjOóY  Ω ,∫ ¿Éch ,ì á«≤«≤◊G OGóYC’G áYƒª› ≈∏Y Úaô©e ÚfGÎbG `g ,¥ ¿Éc GPEG
:å«M ,Ú«≤«≤M

,Ω = (¢S) `g É```````¡f    ,    ∫ = (¢S)¥ É```````¡f
CG←¢S                                      CG←¢S

.((¢S) `g + (¢S)¥) É```````¡f óL
CG←¢S      

Limit Theorems

نشاط

:»JCÉj ÉªY ÖLCG ,3 = (¢S)¥ Ohó◊G Òãc ≈æëæe πãÁ …òdG (12-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (1
?¬Yƒf Ée  ?¥ ¿GÎb’G áLQO Ée  (   CG

:øe πc áª«b óL  (Ü
(¢S)¥ É```````¡f

2←¢S
(¢S)¥ É```````¡f

0←¢S

  (¢S)¥ É````````¡f
2-←¢S

 å«M ,CG âHÉãdG º«b áYƒª› óL (`L
3 = (¢S)¥ É```````¡f 

CG←¢S          

?ßMÓJ GPÉe  ( O

 ájÉ¡f  OÉéjEG  π¡°ùJ  äÉjÉ¡ædÉH  á°UÉN  äÉjô¶æH  áfÉ©à°S’G  Ú©àj  ,∫GDƒ°ùdG  Gòg  øY  áHÉLEÓd  
 øe ,á£≤f óæY Éª¡àª°ùb è`JÉf hCG ,Éª¡HöV π°UÉM hCG ,ÚfGÎbG ´ƒª› ájÉ¡f hCG ,á£≤f óæY ¿GÎbG

 .Év«fÉ«H É¡∏«ã“ ≈dEG áLÉ◊G ¿hO

.(12–1) πµ°ûdG 

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

311`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥5
6
7

3
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 á∏Ä°SC’G øY ÖLCG ,¢S = (¢S) `g ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ …òdG (13-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (2
:á«JB’G

?¬Yƒf Ée ? `g ¿GÎb’G áLQO Ée  (   CG
:øe πc áª«b óL (Ü
(¢S) `g É```````¡f

2←¢S

(¢S) `g É```````¡f
0←¢S 

 

(¢S) `g É````````¡f
2-←¢S

?ßMÓJ GPÉe  ( `L.(13–1) πµ°ûdG 

:¿Éch ,Ú«≤«≤M øjOóY `L ,CG ¿Éc GPEG
`L = (¢S)¥ É```````¡f

CG←¢S 
  ¿EÉa ,É¡©«ªL ¢S º«≤d  `L = (¢S)¥ (1

`L = `L É```````¡f
CG←¢S 

 ¿EG …CG 

CG = (¢S)¥ É```````¡f
CG←¢S 

  ¿EÉa , ¢S = (¢S)¥ (2

 CG = ¢S É```````¡f
CG←¢S 

  ¿EG …CG 

نظرية (١)

تحدث وناقش 
.(1) ájô¶ædG øY äÉª∏µdÉH uÈY

 áLQódG  øe Ohó◊G Òãc ¿GÎb’G hCG  âHÉãdG  ¿GÎb’G ájÉ¡f OÉéjEG  ≈∏Y á≤HÉ°ùdG  ájô¶ædG  ∑óYÉ°ùJ
?Ée OóY óæY Éª¡HöV π°UÉM ájÉ¡f hCG ,ÚfGÎbG ´ƒª› ájÉ¡f óŒ ∞«c ,øµdh .Ú©e OóY óæY ≈dhC’G

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

311`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)`g
5
6
7

3
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:¿EÉa ,∑ = (¢S)`g É```````¡f ,∫ = (¢S)¥ É```````¡f âfÉch , ká«≤«≤M G kOGóYCG ,∑ ,∫ ,CG âfÉc GPEG
CG←¢S                            CG←¢S                                                                

∑ + ∫ = (¢S) `g É```````¡f + (¢S)¥ É```````¡f = ((¢S) `g + (¢S)¥) É```````¡f  (1
CG←¢S                       CG←¢S                                               CG←¢S

∑ - ∫ = (¢S) `g É```````¡f - (¢S)¥ É```````¡f = ((¢S) `g - (¢S)¥) É```````¡f  (2
CG←¢S                      CG ←¢S                                               CG ←¢S

∑ × ∫ = (¢S) `g É```````¡f × (¢S)¥ É```````¡f = ((¢S) `g × (¢S)¥) É```````¡f  (3
CG←¢S                        CG←¢S                                                 CG←¢S

نظرية (٢)

مثال  (١)

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,3- = (¢S) `g É```````¡f ,9 = (¢S)¥ É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG
1←¢S                           1←¢S               

 ((¢S) `g + (¢S)¥) É```````¡f   (1
1←¢S 

((¢S) `g × (¢S)¥) É```````¡f  (2
1←¢S

الحل
(¢S) `g É```````¡f + (¢S)¥ É```````¡f = ((¢S) `g + (¢S)¥) É```````¡f  (1

1←¢S                     1←¢S       1←¢S

6 = 3- + 9 =                                                    

(¢S) `g É```````¡f × (¢S)¥ É```````¡f =      (¢S) `g × (¢S)¥ É```````¡f  (2
1←¢S                      1←¢S                   1←¢S

27- = 3- × 9 =                                                    
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مثال  (٢)

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,3 = (1 + ¢S) É```````¡f ,1 = (1 - ¢S) É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG
2←¢S                                 2←¢S                

(1- 2¢S) É```````¡f  (1
2←¢S

¢S2 É```````¡f  (2
2←¢S

الحل
(1 + ¢S) (1 - ¢S) = 1 - 2¢S  ¿CG ß pM’  (1

(1 + ¢S) (1 - ¢S) É```````¡f = (1 - 2¢S) É```````¡f   ∴
 2←¢S                           2←¢S

3 = 3 × 1 =  (1 + ¢S) É```````¡f × (1 - ¢S ) É```````¡f =                                    
2←¢S                            2←¢S                                       

 (1 + ¢S) + (1 - ¢S) = ¢S2 ¿CG ß pM’  (2
 ((1 + ¢S) + (1 - ¢S)) É```````¡f = ¢S2 É````````¡f   ∴

2←¢S                2←¢S 

 4 = 3 + 1 =  (1 + ¢S) É```````¡f + (1 - ¢S) É```````¡f =                             
2←¢S                          2←¢S                                   

 π°UÉM ájÉ¡f  ¿CGh  ,âHÉãdG  Gòg áª«b  …hÉ°ùJ  Ée  OóY óæY  âHÉãdG  ¿GÎb’G  ájÉ¡f  ¿CG  âª∏©J
 óŒ ∞«µa ,Oó©dG Gòg óæY ÚfGÎb’G »àjÉ¡f ÜöV π°UÉM …hÉ°ùJ Ée OóY óæY ÚfGÎbG ÜöV

?Ée OóY óæY ¿GÎbG ‘ âHÉK ÜöV π°UÉM ájÉ¡f
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  :¿EÉa ,∫ = (¢S)¥ É```````¡f  âfÉch , ká«≤«≤M G kOGóYCG ∫ ,`L ,CG âfÉc GPEG
CG←¢S                                                    

∫ × `L  =  (¢S)¥ É```````¡f × `L = (¢S)¥ `L É```````¡f
CG←¢S                                        CG←¢S 

:¿EÉa ,CG = ¢S óæY IOƒLƒe (¢S)  ¿¥ , ... ,(¢S)2¥ , (¢S)1¥ øe πc ájÉ¡f âfÉc GPEG
((¢S) ¿¥ + ... + (¢S)2¥ + (¢S)1¥) É```````¡f  (1

 CG←¢S 

(¢S) ¿¥ É```````¡f + ... + (¢S)2¥ É```````¡f + (¢S)1¥ É```````¡f =
CG←¢S                                   CG←¢S                        CG←¢S           

 ((¢S) ¿¥ × ... × (¢S)2¥ × (¢S)1¥) É```````¡f  (2
CG←¢S 

(¢S) ¿¥ É```````¡f × ... × (¢S)2¥ É```````¡f × (¢S)1¥ É```````¡f =
CG←¢S                                   CG←¢S                         CG←¢S     

:á«JB’G áé«àædG ≥ah äÉfGÎb’G øe OóY …CG ≈∏Y (2) ájô¶ædG øe ådÉãdGh ∫hC’G øjCGõ÷G º«ª©J øµÁ

:¿CG (2) áé«àæ∏d (2) ´ôØdG øe ß pM’
.»©«ÑW OóY ¿ å«M , (¢S)¥ ×...× (¢S)¥ × (¢S)¥ É```````¡f = ¿((¢S)¥) É```````¡f

CG←¢S                          CG←¢S

(¢S)¥ É```````¡f ×...× (¢S)¥ É```````¡f × (¢S)¥ É```````¡f =                             
CG←¢S                                  CG←¢S                        CG←¢S                                         

¿((¢S)¥ É```````¡f) =                            
CG←¢S                                           

äGôŸG øe ¿

äGôŸG øe ¿

1نتيجة

2نتيجة
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(٣) 

(٤) 

مثال 

مثال 

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL
   (7 - ¢S5 - 2¢S4 + 3¢S) É```````¡f  (2                     3¢S É```````¡f   (1

2←¢S                                         3←¢S
 

(7 + ¢S5 +  3¢S3) É```````¡f áª«b óL
    1←¢S        

الحل

الحل

27 = 3( 3 ) = 3(¢S É```````¡f) = 3¢S É```````¡f  (1
3←¢S                3←¢S

7 É```````¡f - ¢S5É```````¡f - 2¢S4 É```````¡f + 3¢S É```````¡f = (7-¢S5- 2¢S4 + 3¢S) É```````¡f  (2
2←¢S               2←¢S                 2←¢S              2←¢S                                               2←¢S

 7 É```````¡f - ¢SÉ```````¡f5 - 2(¢SÉ```````¡f)4 +3(¢S É```````¡f) =                                                    
2←¢S            2←¢S                  2←¢S                     2←¢S                                                           

7 = 7 - 10 - 16 + 8 =                                                   
:á«JB’G áé«àædG áZÉ«°U øµÁ á≤HÉ°ùdG èFÉàædG øeh .OhóM Òãc ¿GÎbG ƒg ≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG ‘ OQGƒdG ¿GÎb’G

 :¿EÉa ,OhóM Òãc ¿GÎbG 7 + ¢S5 +  3¢S3 = (¢S)¥ ¿CG ÉÃ
15 = 7 + (1)5 + 3(1)3 = (1)¥ = (¢S)¥ É```````¡f

1←¢S

( CG )¥ = (¢S)¥ É```````¡f ¿EÉa ,OhóM Òãc ¥ ¿GÎb’G ¿Éc GPEG
CG←¢S                                                

.öTÉÑŸG ¢†jƒ©àdÉH Ö°ù–h ,Oó©dG Gòg óæY ¬àª«b …hÉ°ùJ Ée OóY óæY Ohó◊G Òãc ¿GÎbG ájÉ¡f ¿EG …CG

3نتيجة
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مثال  (٥)
2((¢S)¥) É```````¡f áª«b óéa ,9 = (1+ ¢S + (¢S)¥) É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG

2←¢S                                                                       2←¢S                 

الحل
. k’hCG (¢S)¥ É```````¡f ó‚

2←¢S

9 = (1 + ¢S + (¢S)¥) É```````¡f
2←¢S

9 = 1 É```````¡f + ¢S É```````¡f + (¢S)¥ É```````¡f
2←¢S             2←¢S                      2←¢S

9 = 1 + 2 + (¢S)¥ É```````¡f
2←¢S

6 = 3 - 9 = (¢S)¥ É```````¡f    ∴
2←¢S           

36 = 2(6) = 2((¢S)¥ É```````¡f) = 2((¢S)¥) É```````¡f :¿EÉa Gòd
2←¢S                               2←¢S                

1تدريب 
:»JCÉj É‡ πc áª«b óL

(9 + ¢S4 + 2¢S5 - 6¢S) É`````````¡f  (1
1-←¢S

(10- ¢S + 2¢S) (¢S5 + 2¢S7) É`````````¡f  (2
1-←¢S

3(¢S5 +  2¢S) É`````````¡f  (3
1-←¢S

2تدريب 
2((¢S)¥)3 É````````¡f áª«b óéa , 5 = (3 - 3¢S + (¢S)¥) É````````¡f âfÉc GPEG

1- ←¢S                                                                        1- ←¢S                  
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مثال  (٦)

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b  óéa 
                  (¢S)¥ É```````¡f (2            (2)¥ (1

1←¢S                      

    (¢S)¥ É```````¡f (4                        (¢S)¥ É```````¡f (3
2←¢S                                                   3←¢S

الحل
 :¬æeh ,Ö©°ûàe ¿GÎbG ¥ ¿CG ß pM’

.(?GPÉŸ) 4 = 2(2) = (2)¥  (1

6 =1 + 1 × 5 = (1 + ¢S5) É```````¡f = (¢S)¥ É```````¡f  (2
1←¢S    1←¢S

9 = 2(3) =  2¢S É```````¡f = (¢S)¥ É```````¡f  (3
3←¢S    3←¢S

 .¿GÎb’G ÉgóæY Ö©°ûàj »àdG áª«≤dG »g 2 = ¢S ¿CG ß pM’  (4
11 = 1 + 2×5 = (1 + ¢S5) É````````¡f = (¢S)¥ É````````¡f

-2←¢S                    -2←¢S

4 = 2(2) = 2¢S É```````¡f = (¢S)¥ É````````¡f
+2←¢S                    +2←¢S

.IOƒLƒe ÒZ (¢S)¥ É````````¡f ¿EÉa ,(¢S)¥ É````````¡f ≠ (¢S)¥ É````````¡f ¿CG ÉÃ
2←¢S                          +2←¢S                     -2←¢S          

2 > ¢S ,       1+ ¢S5
2 ≤ ¢S ,                2¢S } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG
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3 ≥ ¢S ,        1 + 2¢S
 3 < ¢S ,      2 - ¢S4 } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1

3تدريب 

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b  óéa 
                  (¢S)¥ É```````¡f (Ü          (2)¥ (  CG 

1←¢S                     

    (¢S)¥ É```````¡f (  O                     (¢S)¥ É```````¡f (`L
3←¢S                                                 4←¢S

} = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

¿EÉa ,CG = ¢S óæY Ö©°ûàj ¥ ¿GÎb’G ¿Éch ,ÉkÑ©°ûàe ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG
(¢S)¥ É```````¡f = (¢S)¥ É````````¡f  âfÉc GPEG IOƒLƒe ¿ƒµJ (¢S)¥ É```````¡f

- CG ←¢S                              +CG ←¢S                 CG ←¢S

 ,áë«ë°üdG OGóYC’G áYƒª› = ¢U å«M
.(äóLh ¿EG) (¢S)¥ É```````¡f  óéa

3←¢S    

¢U  ¢S ,       6 + ¢S
¢U  ¢S ,    1 + ¢S4

مثال  (٧)

3 > ¢S ,             1 + 3¢S
3 = ¢S ,                    20

 3 < ¢S ,           1 + ¢S CG } = (¢S) `g ¿Éc GPEG

? CG âHÉãdG áª«b Éªa ,IOƒLƒe (¢S) `g É```````¡f âfÉch
3←¢S       

4نتيجة
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الحل
 (¢S) `g É````````¡f = (¢S) `g É````````¡f ¿EÉa ,IOƒLƒe (¢S) `g É```````¡f ¿CG ÉÃ

+3←¢S                                   -3←¢S                                            3←¢S

(1 + ¢SCG) É```````¡f = (1 + 3¢S) É````````¡f ∴
+3←¢S                                            -3←¢S

 1 + CG3 =  1 + 3(3) :¬æeh
1 + CG3 = 28                    

CG3 = 27                    
9 = CG     ∴               

4تدريب 

?Ü ,CG :ÚàHÉãdG øe πc áª«b Éªa ,IOƒLƒe (¢S)¥ É```````¡f ,16 = (¢S)¥ É```````¡f âfÉch
1←¢S                               3←¢S       

1 > ¢S ,           CG - ¢S5
1≤ ¢S ,      7 + 2¢S Ü

CG> ¢S ,          3¢S5
CG≤ ¢S ,            40

} = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (1

} = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (2

? CG âHÉãdG áª«b Éªa ,IOƒLƒe (¢S)¥ É```````¡f âfÉch
CG←¢S        
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:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,2- = (¢S) `g É```````¡f ,8 = (¢S)¥ É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG (1
 3←¢S                          3←¢S            

((¢S) `g2 - (¢S)¥) É```````¡f (Ü                   ((¢S) `g2 + (¢S)¥4) É```````¡f  (  CG
 3← ¢S                                                                              3←¢S        

(¢S)¥5 É```````¡f ( O                         ((¢S) `g × (¢S)¥) É```````¡f (`L
 3←¢S                                                                              3←¢S        

(7 - ¢S3 + 3((¢S) `g)) É```````¡f ( h                                (1 + (¢S)¥2) É```````¡f (`g
 3←¢S                                                                               3←¢S       

 (4 + ¢S2 + (¢S) `g3 + (¢S)¥2) É```````¡f ( R
                                                                 3←¢S       

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL  (2
(7 - ¢S6 + 3¢S5 -  4¢S3) É````````¡f  (   CG 

   2-←¢S          
(2 - ¢S5 + 3¢S) (1 + 2¢S) É```````¡f  (Ü

1←¢S            
5(2 + 3¢S) É````````¡f  (`L

1-←¢S         
3((¢S)¥) É`````````¡f óéa ,27 = (1 + ¢S2 + (¢S)¥3) É````````¡f âfÉc GPEG  (3

2-←¢S                                                                       2-←¢S                

?Ω âHÉãdG áª«b Éªa ,25 = (1+ ¢S5 + 2¢S Ω) É```````¡f âfÉc GPEG  (4
3←¢S                 

  (¢S)¥ É```````¡f (`L              (¢S)¥ É`````````¡f (Ü                  (¢S)¥ É```````¡f ( CG
0←¢S                                        2-←¢S                                             1←¢S              

ا�سئلة

0 > ¢S  ,         1 +¢S4
0 ≤ ¢S  ,        2¢S  - 5 

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa  , } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (5
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3 ≠ ¢S   ,      1+ 2¢S
3 = ¢S   ,               8

2 > ¢S   ,         4 + ¢S CG
2 ≤ ¢S   ,         CG + 2¢S5

      2 > ¢S  ,        CG - ¢S3 
2 < ¢S  ,                10

} = (¢S) `g ¿Éc GPEG  (6

} = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (7

} = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (9

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa
  (3) `g (`L          (¢S) `g É```````¡f (Ü          (¢S) `g É```````¡f ( CG

                3←¢S                                            5←¢S      

? CG âHÉãdG áª«b Éªa ,IOƒLƒe (¢S)¥ É```````¡f âfÉch
2←¢S               

2 > ¢S  ,          1 + 2¢S
  6 ≥ ¢S ≥ 2  ,                ¢S5

6 < ¢S  ,          6 - 2¢S } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (8

:(äóLh ¿EG) á«JB’G äÉjÉ¡ædG øe πc áª«b óéa
(¢S)¥ É```````¡f (Ü                (¢S)¥ É```````¡f (  CG

2←¢S                                           0←¢S       

(¢S)¥ É```````¡f (  O               (¢S)¥ É```````¡f (`L
6←¢S                                        4←¢S         

? CG âHÉãdG áª«b óéa ,IOƒLƒe (¢S)¥ É```````¡f âfÉch 
2←¢S                
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É kãdÉKنهاية خارج قسمة اقترانين

?(¢S)¥ É```````¡f áª«b Éªa ,                      = (¢S)¥ ¿Éc GPEG
1←¢S               

 ,1+ 2¢S ,1+ ¢S2 :Éªg ,OhóM …Òãc »`fGÎbG áª°ùb êQÉN ¬fC’ »Ñ°ùf ¿GÎbG ƒg ¥ ¿CG ß pM’
 øµÁ äÉfGÎb’G øe ´ƒædG Gòg ájÉ¡f ¿EÉa Gòd ;ádÉ◊G √òg ¢ûbÉæJ º`d É k≤HÉ°S É¡à°SQO »àdG äÉjô¶ædGh

:á«JB’G ájô¶ædG ΩGóîà°SÉH ÉgOÉéjEG

Limit of Quotient of Two Functions

1 + ¢S2
1 + 2¢S

:¿EÉa ,∑ = (¢S) `g É```````¡f ,∫ = (¢S)¥ É```````¡f âfÉch , ká«≤«≤M G kOGóYCG ∑ ,∫ ,CG âfÉc GPEG
CG ←¢S                           CG ←¢S               

.G kôØ°U ≠ ∑ å«M          =                             =                É```````¡f  (1
  CG←¢S 

.G kôØ°U = ∑ , G kôØ°U ≠ ∫ ¿Éc GPEG , IOƒLƒe ÒZ                 É```````¡f  (2
CG←¢S 

نظرية

(¢S) `g
(¢S)¥

(¢S) `g
(¢S)¥

(¢S)¥ É```````¡f
CG←¢S

(¢S) `g É```````¡f
CG←¢S

∫
∑

مثال  (١)

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,2- = (¢S) `g É```````¡f ,6 = (¢S)¥ É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG
1←¢S                           1←¢S                 

 É```````¡f (2                                            É```````¡f  (1
1←¢S                                   1←¢S(¢S) `g

(¢S)¥ ¢S3 + (¢S)¥
2 + (¢S) `g
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الحل

الحل

3-  =              =                               =                  É```````¡f  (1
             1←¢S

=                                        =                            É```````¡f  (2
1←¢S

=                     =
.IOƒLƒe ÒZ ájÉ¡ædG ∴

2 + 2-
3 + 6

0
9

¢S3 + (¢S)¥
2 + (¢S) `g

(¢S) `g
(¢S)¥

(¢S)¥ É```````¡f
1←¢S

(¢S) `g É```````¡f
1←¢S

¢S3+ (¢S)¥ É``````¡f
1←¢S

¢S3 É```````¡f + (¢S)¥ É```````¡f
1←¢S                     1←¢S

2+ (¢S) `g É``````¡f
1←¢S

2 É```````¡f + (¢S) `g É```````¡f
1←¢S                       1←¢S

2-
6

مثال  (٢)

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc ‘ ájÉ¡ædG áª«b óL

                             É```````¡f  (1
  2←¢S

É```````¡f  (3
1←¢S

1+ 2¢S
3+ ¢S

 5 -  ¢S
15 + ¢S

5
 1 - ¢S

É```````¡f  (2
5←¢S

1  =              =                                 =                   É```````¡f       
          2←¢S        

0 =             =                  =                    É```````¡f       
        5←¢S        

(1 + 2¢S) É``````¡f
2←¢S

(3 + ¢S) É``````¡f
2←¢S

5
5

20
0 5 - 5

15 + 5

1 + 2¢S
3 + ¢S

 5 -  ¢S
15 + ¢S

(1

(2

 ÒZ ájÉ¡ædG ¿EÉa Gòd ;5 = §°ùÑdG ¿CGh ,ôØ°ü∏d ÉkjhÉ°ùe íÑ°üj ΩÉ≤ŸG ¿CG ÚÑàj ,1 = ¢S ¢†jƒ©J óæY  (3
.IOƒLƒe
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 25 -  2¢S
5 + ¢S

 3 +  ¢S
4 - 2¢S

 4 -  ¢S2
3 + ¢S

 1 - 2¢S
3 + ¢S

1تدريب 

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πµd ájÉ¡ædG áª«b óL

É```````¡f  (1
 1←¢S

É```````¡f  (3
2←¢S

É```````¡f  (2
2←¢S

É```````¡f  (4
3←¢S

 øe πµd G kôØ°U »Ñ°ùædG  ¿GÎb’G  ‘ ¢S áª«≤H  öTÉÑŸG  ¢†jƒ©àdG  œÉf  ¿ƒµj ¿É«MC’G  ¢†©H  ‘
 ≈∏Y ¿GÎb’G Öàµoj  Gòd  ;¬æ«©H  G kOóY …hÉ°ùJ  ’ É¡fC’ áæ«©e áª«≤dG  √òg ó©J  ’h ,ΩÉ≤ŸGh §°ùÑdG

:á«JB’G ≥FGô£dG ióMEG ΩGóîà°SÉH áÄaÉµe IQƒ°U

 äÉjô¶f Ωóîà°ùoJ ºK ,äÉeÉ≤ŸG ó«MƒJ ,»©«HÎdG Qò÷G ≥aGôe ‘ Üö†dG ,πeGƒ©dG ≈dEG π«∏ëàdG
:á«JB’G á∏ãeC’G ‘ Éªc äÉjÉ¡ædG

مثال  (٣)

                             É```````¡f óL
  2←¢S

الحل
 §°ùÑdG π∏ëf Gòd ;OhóM Òãc Éª¡æe πch ,ôØ°U ΩÉ≤ŸGh §°ùÑdG øe πµd öTÉÑŸG ¢†jƒ©àdG œÉf

.É kcÎ°ûe kÓeÉY ¢S5 êGôNEÉH

¢S10 - 2¢S5
2 - ¢S

.G kôØ°U ≠ 2- ¢S  ,2 øe ÜÎ≤J ¢S ÉeóæY ¬fC’ ;(2-¢S) QÉ°üàNG øµÁ ¬fCG ß pM’

¢S10-  2¢S5
2 - ¢S

(2 - ¢S)  ¢S5
 2 - ¢S

 É```````¡f
2←¢S

 É```````¡f
2←¢S

10 = ¢S 5 É```````¡f
2←¢S ==

1

1
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مثال  (٤)

  :»JCÉj É‡ πc áª«b óL

الحل

.(?GPÉŸ) ÚYôØdG ‘ ájÉ¡ædG áª«b OÉéjEG ‘ äÉjÉ¡ædG äÉjô¶f ΩGóîà°SG øµÁ ’ ¬fCG ß pM’  (1

 (2

2 - ¢S
8 - 3¢S 6 + ¢S5 + 2¢S

9 -  2¢S

(4 + ¢S2+2¢S)(2-¢S)
2-¢S

 É````````¡f
3-←¢S

 É```````¡f
2←¢S

 É````````¡f
3-←¢S

 É```````¡f
2←¢S

 É```````¡f
2←¢S

É````````¡f
3-←¢S

=

=

= 12 =

.(?GPÉŸ)

==

=

                             É`````````¡f  (1
  3-←¢S

É```````¡f  (2
2←¢S

(3-¢S)
(2+¢S) 6 + ¢S5 + 2¢S

9 -  2¢S
(2+¢S)(3+¢S)
(3+¢S)(3-¢S)

6-
1-

6
1

(4 + ¢S2 + 2¢S)(2-¢S)
2- ¢S

 ¢S3 +  2¢S
3 + ¢S

 ¢S27 +  4¢S
3 + ¢S

 ¢S2 -  2¢S
10 - ¢S5

2تدريب 

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL

                             É````````¡f  (1
  3-←¢S

     É````````¡f  (3
3-←¢S

É```````¡f  (2
2←¢S

É```````¡f  (4
3←¢S

9 + ¢S6 -2¢S
9 - 2¢S

2 - ¢S
8 - 3¢S

1

1

1

1
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مثال  (٥)

                             É```````¡f óL
  1←¢S

الحل

1 - ¢S
 1 -  ¢S

.äÉjÉ¡ædG äÉjô¶f ΩGóîà°SG øµÁ ’ ¬fEÉa ,0 = 1 - ¢S É```````¡f  ,0 =1 - ¢S   É```````¡f ¿CG ÉÃ
1←¢S         1←¢S   

; (1 + ¢S   )   ƒg  (1 - ¢S  )  ≥aGôe ¿C’h

.(?GPÉŸ) 
                    

  :QGó≤ŸG ‘ Üö†oj ¬fEÉa

2
1

(1  - ¢S)
 1  - ¢S1

                             É```````¡f
  1←¢S

                             É```````¡f
  1←¢S

                             É```````¡f
  1←¢S

                             É```````¡f
  1←¢S

=

= =

*

=

.Ú©Hôe ÚH Ékbôa (1 - ¢S) QGó≤ŸG π«∏– É keóîà°ùe iôNCG á≤jô£H ( 5) ∫Éãe sπ oM

15 - ¢S3
5 - 20+ ¢S2 - ¢S

3تدريب 

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL

                             É```````¡f  (1
  5←¢S

É```````¡f  (2
2←¢S

2 - 2 + ¢S

(1 + ¢S   )
(1 + ¢S   )

(1 + ¢S   ) (1 + ¢S   )

(1 + ¢S   )
(1 + ¢S   )

1 - ¢S
1 - ¢S

1 - ¢S
1 - ¢S

فكر وناقش 

1

1
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4تدريب 

مثال  (٦)

الحل
.(?GPÉŸ) äÉjÉ¡ædG äÉjô¶f ΩGóîà°SG øµÁ ’

:§°ùÑdG ‘ äÉeÉ≤ŸG ó«MƒJ Öéj Gòd ;Qƒ°ùc ìôW á«∏ªY πãÁ §°ùÑdG ¿CG ß pM’

                             É```````¡f óL
  2←¢S

                             É```````¡f óL
  2←¢S

                             É```````¡f
  2←¢S

                             É```````¡f
  2←¢S

4 - ¢S2
¢S
1

2
1 -

2 - ¢S
1+¢S

1
3
1 -

(4-¢S2)¢S2

4 - ¢S2
¢S
1

2
1 -

4 - ¢S2
¢S2

¢S - 2
=

.( ?(1-) GPÉŸ )

                             É```````¡f
  2←¢S

                             É```````¡f
  2←¢S

                             É```````¡f
  2←¢S

¢S - 2

¢S4
1-

8
1-

=

=

==

(2-¢S)¢S4
¢S - 2

1

1-
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:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,9 = (¢S) `g É```````¡f ,3 = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG  (1
 2←¢S                           2←¢S        

  É```````¡f (Ü                                             É```````¡f (  CG
 2←¢S                                                              2←¢S        

:(äóLh ¿EG) É¡æe πc AGREG áæ«ÑŸG á£≤ædG óæY »JCÉj É‡ πc ‘ ájÉ¡ædG áª«b óL  (2

ôØ°U←¢S    ,                        = (¢S)¥  (   CG

1←¢S    ,                       = (¢S)`g  (Ü

 4←¢S     ,                       = (¢S)∫  (`L

  3←¢S   ,                    =  (¢S)Ω  ( O 

7←¢S      ,                     = (¢S)∑  ( `g

8←¢S    ,                          = (¢S)O   ( h 

7←¢S    ,                         =  (¢S)h  ( R        

ا�سئلة

1 + (¢S) `g
5- ¢S + (¢S)¥

1 + 2¢S
8 + ¢S

¢S5 + 2¢S
1 - ¢S

4 - ¢S3 - 2¢S
¢S3 - 12
 27 -  3¢S

  ¢S9 -  2¢S3

(¢S) `g
(¢S)¥

14 - ¢S2
2 - ¢S

1
5
1 -

8 - ¢S
3 - 1+ ¢S

7 - ¢S
 2 + ¢S   -3
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 É`````````¡f óéa ,¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3
3-←¢S                                                  

:¿CG uÚÑa ,2 = (¢S) `g É```````¡f   ,7- = (¢S)¥ É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG  (4
5←¢S     5←¢S        

4- =                                    É```````¡f
5←¢S       

 É```````¡f óéa  ,                  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (5
0←`g                                                                

.á«dhódG äGQÉÑàN’G á∏Ä°SCG øe ∫GDƒ°ùdG  (*)

2 - ¢S +  2¢S
 1 -  2¢S                              É```````¡f óL  *(6

 1←¢S

(9)¥ - (¢S)2¥
3 + ¢S

(¢S)`g3 - (¢S)¥2
7 + ¢S + (¢S)¥

(¢S)¥ - (`g + ¢S)¥
`g  2 - ¢S

1
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É k©HGQنهاية اقتران الجذر النوني

2 + ¢S +                   É```````¡f óéa , 8- = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG
1←¢S           1←¢S               

:á«JB’G ájô¶ædG ΩGóîà°SÉH ≥HÉ°ùdG ∫GDƒ°ùdG øY áHÉLE’G øµÁ

Limit of nth Root Function

:¿EÉa ,∫ = (¢S)¥ É```````¡f âfÉch ,Év«©«ÑW G kOóY ¿ ¿Éch ,Ú«≤«≤M øjOóY ∫ , CG ¿Éc GPEG
CG ←¢S                                                                                                                

=                               =                   É```````¡f
CG ←¢S

                 .ôØ°U < ∫  ¿ƒµJ ¿CG •Î°ûoj ¬fEÉa Év«LhR G kOóY ¿ ¿Éc GPEGh

نظرية

مثال  (١)

:»JCÉj É‡ πc áª«b Éªa ,                     = (¢S) `g ,                     = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

(¢S)¥ É````````````¡f  (2    (¢S)¥ É```````¡f  (1
11 -←¢S                                5←¢S         

(¢S) `g É````````````¡f (4                         (¢S) `g É```````¡f (3
8-←¢S                               1←¢S        

3 + ¢S

(¢S)¥ ¿∫ ¿

3 + ¢S 3

¿  (¢S)¥ É```````¡f
 CG ←¢S

 óæY ¿GÎb’G ájÉ¡æd ÊƒædG Qò÷G …hÉ°ùJ Ée OóY óæY ¿GÎb’ ÊƒædG Qò÷G ájÉ¡f ¿EG ∫ƒ≤dG øµÁ
.áÑLƒe ¿GÎb’G ájÉ¡f ¿ƒµJ ¿CG ÖLh Év«LhR G kOóY ¿ ¿Éc GPEG ¬fEGh ,Oó©dG Gòg

(¢S)¥ 3
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مثال  (٢)

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,64 = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG
3←¢S                   

 (¢S)¥ 3 É```````¡f  (2                     (¢S)¥  É```````¡f  (1
3←¢S                                         3←¢S         

2 = 8 3 =  3 + ¢S 3 É````````¡f  =  (¢S)¥ É`````````¡f  (1
5 ←¢S                         5←¢S         

2- =  8- 3 = 3 + ¢S 3 É````````````¡f  = (¢S)¥ É``````````¡f  (2
11-←¢S                     11-←¢S        

2 = 4   = 3 + ¢S   É````````¡f  = (¢S) `g É`````````¡f  (3
1←¢S                          1←¢S         

(áÑdÉ°S áª«b) 5-  = (3 + ¢S) É`````````¡f ,(»LhR OóY) 2 = ¿ ¿CG ß pM’  (4
8-←¢S         

»©«HôJ QòL OƒLh ΩóY ≈dEG G kô¶f ;IOƒLƒe ÒZ 3 + ¢S   É`````````¡f = (¢S) `g  É````````¡f ∴
8-←¢S                      8-←¢S       

.ÖdÉ°ùdG Oó©∏d »≤«≤M

8  = 64  =
  
     (¢S)¥ É```````¡f

 3←¢S  
 =  (¢S)¥  É```````¡f  (1

   3←¢S

4  = 64 3  = 3      (¢S)¥ É```````¡f
3←¢S

 
= (¢S)¥ 3 É```````¡f  (2

                  3←¢S

الحل

الحل

1تدريب 

:(äóLh ¿EG) »JCÉj Ée áª«b óéa ,8 = (¢S) `g É```````¡f ,24 = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG
3←¢S           3←¢S          

 ((¢S) `g ¢S + (¢S) `g - (¢S)¥ ) É```````¡f
3←¢S
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:¿EÉa ,ôØ°U < (¢S)¥ É```````¡f h ,Év«LhR G kOóY ¿ ¿Éc GPEG ¬fCG ≈∏Y ájô¶ædG ¢üæJ
CG ←¢S           

 ?0 = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc ƒd GPÉe ,øµdh .IOƒLƒe ¿ƒµJ  (¢S)¥ ¿ É```````¡f
CG ←¢S                CG ←¢S

0 = (¢S)¥ É```````¡f ¿EÉa ,5 - ¢S = (¢S) ¥  ¿Éc GPEG
5←¢S           

.(?GPÉŸ) 0 =  5 - ¢S  É````````¡f  ¿CG ß pM’
+5←¢S                

.(?GPÉŸ) IOƒLƒe ÒZ 5 - ¢S  É````````¡f ÚM ‘
-5←¢S               

.IOƒLƒe ÒZ 5 - ¢S  É```````¡f ¿EÉa  , 5 - ¢S  É````````¡f ≠  5 - ¢S  É````````¡f ¿CG ÉÃh
5←¢S              -5←¢S                                                      +5←¢S             

:ΩÉY ¬LƒHh

:¿EÉa ,Év«LhR G kOóY ¿ ¿Éch ,G kôØ°U = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG
CG ←¢S               

,(CG = ¢S) óæY QÉ°ù«dGh Úª«dG »à¡L øe 0 < (¢S)¥ ¿Éc GPEG 0 = (¢S)¥ ¿  É```````¡f
CG ←¢S

.Éª¡«à∏c hCG ,(CG = ¢S) »à¡L ióMEG ≈∏Y 0 > (¢S)¥ ¿Éc GPEG IOƒLƒe ÒZ ¿ƒµJh

مثال  (٣)

:(äóLh ¿EG) á«JB’G äÉjÉ¡ædG øe ájÉ¡f πc áª«b óL

 9 - ¢S  É````````¡f  (2   9 - ¢S  É````````¡f  (1
-9←¢S                               +9←¢S         

 
2(9 - ¢S)

4
É```````¡f  (4   9 - ¢S  É```````¡f  (3
9←¢S                               9←¢S         
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0 =  9 - ¢S  É````````¡f  :¬æeh  ,0< 9 - ¢S ¿EÉa  , +9←¢S ¿Éc GPEG  (1
+9←¢S                   

.IOƒLƒe ÒZ 9 - ¢S  É````````¡f :¬æeh  ,0> 9 - ¢S ¿EÉa , -9←¢S ¿Éc GPEG  (2
-9←¢S                

.IOƒLƒe ÒZ 9 - ¢S  É```````¡f ¿EÉa ,IOƒLƒe ÒZ 9 - ¢S  É````````¡f  ¿CG ÉÃ  (3
9←¢S        -9←¢S    

9 > ¢S ¿ƒµJ ÉeóæYh ,9 < ¢S ¿ƒµJ ÉeóæY 0<  2(9 - ¢S) ¿CG ß pM’  (4

0 = 
2(9 - ¢S) 4 É```````¡f :¬æeh       

9←¢S     

الحل

2تدريب 

:(äóLh ¿EG) á«JB’G äÉfGÎb’G øe ¿GÎbG πc ájÉ¡f óL

 2¢S  É`````````¡f  (2        1 + ¢S2  É```````¡f  (1
1-←¢S                                               4←¢S         

  1 - ¢S  É```````¡f (4                        1 - ¢S 4  É```````¡f (3
+1←¢S                                               -1←¢S       

  ¢S2 É```````¡f (6                           1 - ¢S 4  É```````¡f (5
0←¢S                                                1←¢S       

ÒZ É kªFGO ¿ƒµJ  (¢S)¥ ¿  É```````¡f ¿EÉa ,G kôØ°U = (¢S)¥ É```````¡f âfÉc GPEG ¬fCG ódÉN ≈Y sOG
CG←¢S                                    CG←¢S          

.á∏ãeC’ÉH ∂àHÉLEG G kRõ©e ¬FÉY uOG áë°U ¢û pbÉf .IOƒLƒe

فكر وناقش 
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:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,64- = (¢S)¥ É```````¡f ¿CG âª∏Y GPEG (1
                         3←¢S            

 (¢S)¥ 3 É```````¡f  (  CG
  3←¢S        

            (¢S)¥ É```````¡f (Ü
          3←¢S        

(3 - ¢S5 +  2¢S + (¢S)¥ 3  ) É```````¡f (`L
   3←¢S        

(5 - ¢S +      (¢S)¥
2 5 ) É````````¡f (O

                                                                 3←¢S      

:(äóLh ¿EG) »JCÉj É‡ πc áª«b óL  (2

 3 - ¢S  É`````````¡f  (   CG 
   +3←¢S          

(4 -  2¢S + ¢S - 3 3 ) É``````````¡f  (  Ü
5-←¢S            

 2¢S - 4 3  É`````````¡f ( `L
2-←¢S         

 2¢S - 4 4  É````````¡f ( O 
2←¢S        

ا�سئلة
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Continuity الاتصال الفصل
الثاني

.Év«°Sóæg á£≤f óæY ∫É°üJ’G Ωƒ¡Øe öùØJ 
.á£≤f óæY Év«Ñ°ùfh ,ÉkÑ©°ûàeh ,OhóM Òãc ¿GÎbG ∫É°üJG åëÑJ 

.Éª¡HöV π°UÉM hCG ,Éª¡æ«H ¥ôØdG hCG ,ÚfGÎbG ´ƒªéŸ á£≤f óæY ∫É°üJ’G åëH ‘ ∫É°üJ’G äÉjô¶f ≥Ñ£J 
.á«Ñ°ùf äÉfGÎb’ ∫É°üJ’G ΩóY •É≤f Oó– 

äÉLÉàædG

k’hCGالاتصال عند نقطة

:¬«∏j …òdG ∫GDƒ°ùdG øY ÖLCG ºK ,(14-1) πµ°ûdG π seCÉJ

Continuity at a Point

.(14–1) πµ°ûdG 

شكل  (١-١٤ )

5 6

 (¢S)  `g

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1

¢U

¢S
 5 6

 (¢S)  ¥

 2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1

¢U

5 6

 (¢S)  ´

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1

1

¢U

5 6

 (¢S)  ∫

¢S
  2

 2

4

4
5
6

3

3

1
1
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?Ω ,∫ ,`g ,¥ :äÉfGÎb’G äÉ«æëæe ≈∏Y ßMÓJ GPÉe
:¿CG (14-1) πµ°ûdG øe ÚÑàj

 ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ‘ Ö≤K IQƒ°U ≈∏Y ´É£≤`fG ô¡¶`a  ,2 = ¢S ÉeóæY ±ô©e ÒZ ¥ ¿GÎb’G  •

2 = ¢S  ÉeóæY
»`a Iõ`Ø`b äô¡¶`a ,(¢S) `g É```````¡f ≠ (¢S) `g É```````¡f ¿C’ ;IOƒLƒe ÒZ (¢S) `g É```````¡f  •

+2←¢S                      -2←¢S                                                    2←¢S

2 = ¢S ÉeóæY `g ¿GÎb’G ≈æëæe       
 2 = ¢S ÉeóæY ∫ ¿GÎb’G ≈æëæe ‘ Iƒéa äô¡X Gòd ;(2)∫ ≠ (¢S)∫ É```````¡f  •

  2←¢S

 »`a ´É£≤fG ô¡¶j º`dh ,(2) ´ = (¢S) ´ É```````¡f ,IOƒLƒe (¢S) ´ É```````¡f ,2 = (2)´  •
2←¢S                                    2←¢S                         

 2 = ¢S ÉeóæY π°üàe ¬fCÉH ´ ¿GÎb’G ∞°Uƒj Gòd ;´ ¿GÎb’G ≈æëæe       
 Ωó©d  »°Sóæ¡dG  Ò°ùØàdG  πãª`j  Iƒéa  hCG  ,IõØb  hCG  ,Ö≤K  ¬fCÉH  ¿GÎb’G  ≈æëæe  ‘  ∫É°üJ’G  ΩóY  ∞ r°U nh

 .IOóëŸG ¢S áª«b óæY ≈æëæŸG ‘ ∫É°üJ’G

تعريف

:á«JB’G áKÓãdG •höûdG â≤≤– GPEG ,CG = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿GÎb’G ¿ƒµj
.»≤«≤M OóY ( CG )¥ ¿EG …CG ; CG = ¢S ÉeóæY ±ô©e ¥ ¿GÎb’G  (1

.IOƒLƒe (¢S)¥ É```````¡f  (2
  CG ←¢S

.( CG ) ¥ = (¢S)¥ É```````¡f  (3
  CG ←¢S

 π°üàe ÒZ ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G ¿EÉa ,•höûdG √òg øe ÌcCG hCG •öT ≥≤ëàj º`d GPEG ÉeCG
. CG = ¢S ÉeóæY
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مثال  (١)

2 = ¢S ÉeóæY Ö©°ûàe ¿GÎbG ¥ ¿GÎb’G
5 = 5 - 2×5 = (2)¥  , 2 = ¢S ÉeóæY ±ô©e ¥   (1

5 = 1 + 2 (2) = (1 + 2¢S) É`````````¡f  = (¢S) ¥ É`````````¡f   (2
-2←¢S                                        -2←¢S

 5 = 5 - 2×5 = (5 - ¢S5) É`````````¡f = (¢S)¥ É````````¡f 
+2←¢S                                  +2←¢S 

5 = (¢S)¥ É```````¡f ∴ 
  2←¢S        

5 = (2)¥ = (¢S)¥ É```````¡f   (3
2←¢S

 É`eóæY π`°üàe ¥ ¿GÎ`b’G ¿EÉa ,2 = ¢S ÉeóæY É`¡©«ªL ∫É`°üJ’G •höT ≥≤M ¥ ¿GÎ`b’G ¿CG Éª`H
2 = ¢S

الحل

2 > ¢S  ,         1 + 2¢S
2 ≤ ¢S  ,      5 - ¢S 5 } =  (¢S)¥ ¿Éc GPEG

2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa

.∂àHÉLEG Q uôH ?»≤«≤M OóY CG å«M ,CG = ¢S ÉeóæY É kªFGO π°üàe Ohó◊G Òãc ¿GÎb’G πg 

فكر وناقش 
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1تدريب 

1 > ¢S  ,       2 + 2¢S
  3> ¢S ≥ 1  ,          ¢S3

3 < ¢S  ,    18 - 3¢S } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

:»JCÉj É‡ πc óæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa
3 = ¢S  (3                              1 = ¢S  (2                            0 = ¢S  (1

مثال  (٢)

4 = (1-) `g , 1- = ¢S ÉeóæY ±ô©e `g  (1
2 = 3 + 1- = (3 + ¢S) É`````````¡f = (¢S) `g É``````````¡f  (2

1-←¢S                       1-←¢S        

 (1-) `g ≠  (¢S) `g É````````¡f  (3
 -1←¢S        

1- = ¢S ÉeóæY π°üàe ÒZ `g ¿GÎb’G ∴     

الحل

1- ≠ ¢S   ,      3 + ¢S
1- = ¢S   ,               4 } = (¢S) `g ¿Éc GPEG

1- = ¢S ÉeóæY `g ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa

2تدريب 

2 ≠ ¢S  ,    ¢S2- 2¢S
2- ¢S

2 = ¢S  ,               4          } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa
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مثال  (٣)

 (¢S)¥ É```````¡f ¿EÉa ,(¿GÎb’G ÉgóæY Ö©°ûàj »àdG áª«≤dG) 3 = ¢S ÉeóæY π°üàe ¥ ¿CG ÉÃ
3 ←¢S

:¿EG …CG ;IOƒLƒe

(¢S)¥ É````````¡f = (¢S)¥ É````````¡f
+3←¢S                                    -3←¢S

(1 + ¢S) É````````¡f = (7 + ¢S CG) É````````¡f
+3←¢S                                                -3←¢S

1 + 3    =    7 + CG 3
4     =     7+ CG 3

3-    =            CG 3
1-    =       CG   ∴

الحل

3 ≥ ¢S   ,    7 + ¢S CG
3 < ¢S   ,      1 + ¢S } =  (¢S) ¥ ¿Éc GPEG

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,3 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿Éch

مثال  (٤)

2 ≠ ¢S  ,      10 + 3¢S

 2 = ¢S  ,              ¢S2CG } =  (¢S) ¥ ¿Éc GPEG

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,2 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿Éch
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مثال  (٥)

                                                                 ¿EÉa ,(¿GÎb’G ÉgóæY Ö©°ûàj »àdG áª«≤dG) 2 = ¢S ÉeóæY π°üàe ¥ ¿CG ÉÃ
 .(2) ¥ = (¢S)¥ É```````¡f

 2←¢S 
2CG2 =  (10 + 3¢S) É````````¡f

   2←¢S 
2CG2 = 10 + 32                   
2CG2 =  1 8                

2CG  =     9                           
3- ,3 =   CG  ∴                        

الحل

.Ü , CG :ÚàHÉãdG øe πc áª«b óéa ,2 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿Éch

2 > ¢S   ,            Ü + ¢SCG2
 2 = ¢S   ,                 8         
2 < ¢S   ,     ¢S Ü3 + 2¢S CG } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

 (2)¥ = (¢S)¥ É```````¡f ¿EÉa ,2 = ¢S ÉeóæY π°üàe ¥ ¿GÎb’G ¿CG ÉÃ
2←¢S         

(2)¥ = (Ü + ¢SCG2) É````````¡f  :¬æeh ,(2)¥ = (¢S)¥ É````````¡f ∴
-2←¢S         -2←¢S        

 (1) .....................     8 = Ü + CG4  :¿EG …CG
,(2)¥ = (¢S Ü3 + 2¢SCG) É````````¡f   :¬æeh ,(2)¥ = (¢S)¥ É````````¡f É k°†jCGh

+2←¢S              +2←¢S             

(2) .....................   8 = Ü6 + CG4  :¿EG …CG

الحل
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2- >¢S  ,       4 + 3¢S2
 2- ≤ ¢S  ,        6 + ¢S CG } =  (¢S) ¥ ¿Éc GPEG  (1

3تدريب 

1 > ¢S  ,         3 + ¢SCG 
1 = ¢S  ,                 7    
1 < ¢S  ,          Ü - ¢S } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,2- = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿GÎb’G ¿Éch

.Ü ,CG :ÚàHÉãdG øe πc áª«b óéa ,1 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿Éch

 øe ¿ƒµŸG  ΩÉ¶ædG  π◊ ¢†jƒ©àdGh ±ò◊G á≤jôW ΩGóîà°SG  øµÁ ,Ü ,CG  :øe πc áª«b  OÉéjE’h
.øjÒ¨àÃ Úà«£ÿG (2) h (1) :ÚàdOÉ©ŸG

       8 = Ü + CG4            
 (8 = Ü6 + CG4) -     

   0 = Ü 5-             
 :(1) ádOÉ©ŸG ‘ ¢†jƒ©àdÉH

0 = Ü ∴             
 8  = 0 + CG 4             

2 =  CG  ∴             
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 πãÁ  …òdG  (15-1)  πµ°ûdG  ≈∏Y  G kOÉªàYG  (1
 áYƒªé`e ≈∏`Y ±ô©ª`dG ¥ ¿GÎ`b’G ≈æëæe
  ¿ƒµ`j  »àdG  ¢S  º«b  OóM ,á`«≤«≤◊G  OGó`YC’G

.π°üàe ÒZ ÉgóæY ¥ ¿GÎb’G

ا�سئلة

1 > ¢S  ,       1 -  2¢S
1 ≤ ¢S  ,             ¢S2 }  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

}  = (¢S) `g ¿Éc GPEG  (3

} = (¢S )¥ ¿CG âª∏Y GPEG  (4

 1 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa

1 ≠ ¢S  ,                    
1 = ¢S  ,                3

5
1 + ¢S

 1- > ¢S  ,       3 +  2¢S
 1 > ¢S ≥ 1-  ,        ¢S - 5

1 ≤ ¢S  ,       3 + 3¢S

 1 = ¢S ÉeóæY `g ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa

:ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa
1- = ¢S  (Ü                         1 = ¢S  (  CG

 .Ω âHÉãdG áª«b óéa ,3 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿GÎb’G ¿Éch

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`
1

(¢S)¥
5
6
7

.(15–1) πµ°ûdG 

}  = (¢S) ¥ ¿Éc GPEG  (5
3 ≠ ¢S  ,                        
3 = ¢S  ,     2 + ¢S Ω   

¢S - 3
 3 - ¢S



54

                                 
                                 

.Ü , CG :ÚàHÉãdG øe πc áª«b óéa ,2 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe `g ¿GÎb’G ¿Éch

             
            

.Ü ,CG :ÚàHÉãdG øe πc áª«b óéa ,1 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ∫ ¿GÎb’G ¿Éch

ó`é`a  , 6 = ¢S + (¢S)¥2 É`````````¡f â`fÉch ,2 = ¢S É`eóæY kÓ°üàe ¥ ¿GÎ`b’G ¿Éc GPEG  (8
2←¢S       

.(2)¥ áª«b

}  = (¢S) `g ¿Éc GPEG  (6
2 > ¢S   ,                CG + ¢S
 2 = ¢S   ,                  8     
2 < ¢S   ,         6 + ¢S Ü

} = (¢S) ∫ ¿Éc GPEG  (7
1 > ¢S    ,             Ü - ¢S CG
 1 = ¢S    ,                 4        
1 < ¢S    ,     2 + Ü + 3¢SCG
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É k«fÉKنظريات الاتصال

           : CG = ¢S ÉeóæY Ú∏°üàe ÚfGÎbG `g ,¥  ¿Éc GPEG
? CG = ¢S ÉeóæY π°üàe (¢S) (`g + ¥) πg  (1
 ? CG = ¢S ÉeóæY π°üàe (¢S) (`g ×¥) πg  (2

 ?0 ≠ ( CG ) `g å«M ,CG = ¢S É`eóæY π°üàe (¢S) ( `g
¥ ) πg  (3

Continuity Theorems

:á«JB’G ájô¶ædÉH áfÉ©à°S’G ∂æµÁ ,á∏Ä°SC’G √òg øY áHÉLEÓd

 :¿EÉa ,CG = ¢S ÉeóæY Ú∏°üàe `g ,¥ ¿ÉfGÎb’G ¿Éc GPEG
 CG = ¢S ÉeóæY π°üàe `g + ¥  (1
CG = ¢S ÉeóæY π°üàe `g - ¥  (2

 CG = ¢S ÉeóæY π°üàe `g × ¥  (3
   0 ≠ ( CG ) `g ¿Éc GPEG , CG = ¢S ÉeóæY π°üàe `g

¥  (4

نظرية

مثال  (١)

:∫É°üJ’G äÉjô¶f Ωóîà°ùf
0 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëÑf  (1

0 = ¢S ÉeóæY π°üàe ƒ¡a Gòd ;¢S º«b πµd π°üàe OhóM Òãc ¿GÎbG ¥

الحل

0 ≥ ¢S ,       ¢S5  
0 < ¢S ,         2¢S  } = (¢S) `g  , ¢S5 + 3¢S = (¢S )¥ ¿Éc GPEG

0 = ¢S ÉeóæY ∫ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa ,(¢S) (`g × ¥) = (¢S)∫ ¿Éch
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0 = ¢S ÉeóæY `g ¿GÎb’G ∫É°üJG åëÑf  (2
0 = 0 × 5 = (0) `g

0 = 0 × 5 = (¢S5) É````````¡f
-0←¢S

 = (¢S) `g É````````¡f
-0←¢S

0 = 2( 0 ) = 2¢S É````````¡f
+0←¢S

 = (¢S) `g É````````¡f
+0←¢S

 .G kôØ°U = (¢S) `g É```````¡f
0←¢S

 ¿EÉa ,(¢S) `g É````````¡f
+0←¢S

 = (¢S) `g É````````¡f
-0←¢S

 ¿CG ÉÃ

0 = (0) `g = (¢S) `g É````````¡f
0←¢S 

 É k°†jCGh

0 = ¢S ÉeóæY π°üàe ¿GÎbG (¢S) `g ∴

 0 = ¢S ÉeóæY Ú∏°üàe ÚfGÎbG ÜöV π°UÉM ¬fC’ ; 0 = ¢S ÉeóæY π°üàe ∫ ¿GÎb’G  (3

1تدريب 

3 ≥ ¢S  ,          1 - ¢S
3 < ¢S  ,   ¢S - 5 }  = (¢S) `g , 2 + 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG 

 3 = ¢S ÉeóæY (`g + ¥) ∫É°üJG åëHÉa

 ƒd GPÉªa .á£≤ædG óæY kÓ°üàe ÚfGÎb’G øe πc ¿ƒµj ¿CG •Î°ûJ ∫É°üJ’G äÉjô¶f ¿CG ß pM’
 ?á£≤ædG √òg óæY π°üàe ÒZ ÉªgÓc hCG ÚfGÎb’G óMCG ¿Éc

:»JB’G •É°ûædG òØf ,∫GDƒ°ùdG Gòg øY áHÉLEÓd

فكر وناقش 
.iôNCG á≤jô£H (1) ∫ÉãŸG sπ oM
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نشاط

2 ≥ ¢S   ,        3- 
2 < ¢S   ,         3   

3 ≥ ¢S   ,          8 
3 < ¢S   ,          ¢S

} = (¢S) `g , 4 + ¢S4 - 2¢S = (¢S)¥  ¿Éc GPEG  (1

} = (¢S) `g , 3 + ¢S 5 + 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG  (  CG 
2 = ¢S ÉeóæY `g ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG  (Ü

(¢S) `g × (¢S)¥ = (¢S)Ω ¿CG É k°VÎØe `g ,¥ ÚfGÎb’G ÜöV π°UÉM óL  (`L
2 = ¢S ÉeóæY Ω ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG  (  O

3 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG  (  CG 
3 = ¢S ÉeóæY `g ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG  (Ü

(¢S) `g + (¢S)¥ = (¢S)∫ ¿CG É k°VÎØe `g ,¥ ÚfGÎb’G ™ªL œÉf óL  (`L
3 = ¢S ÉeóæY ∫ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG  (  O

 -πbC’G ≈∏Y- ÚfGÎb’G óMCG ¿Éc GPEG ∫É°üJ’G äÉjô¶f ΩGóîà°SG øµÁ ’ ¬fCG ≥HÉ°ùdG •É°ûædG øe ÚÑàj
 ∫É°üJ’G •höT ‘ åëÑf ºK , k’hCG ÚfGÎb’G ≈∏Y áHƒ∏£ŸG á«∏ª©dG …ô‚ Gòd ;CG = ¢S ÉeóæY π°üàe ÒZ

.œÉædG ¿GÎbÓd  CG = ¢S ÉeóæY

مثال  (٢)
5 > ¢S  ,         2¢S
5 ≤ ¢S  ,       ¢S3 } = (¢S) `g , 15 +  2¢S = (¢S )¥ ¿Éc GPEG

 5 = ¢S ÉeóæY Ω ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa ,(¢S) (`g – ¥) = (¢S)Ω
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:5 = ¢S ÉeóæY  `g ,¥ ÚfGÎb’G øe πc ∫É°üJG åëÑæa ,∫É°üJ’G äÉjô¶f Ωóîà°ùf
5 = ¢S ÉeóæY π°üàe ƒ¡a Gòd ;¢S º«b πµd π°üàe OhóM Òãc ¿GÎbG (¢S)¥  (1

 25 = (5) `g  (2
 25 = 2¢S É````````¡f

-5←¢S
 = (¢S) `g É````````¡f

-5←¢S

 15 = ¢S3 É````````¡f
+5←¢S

 = (¢S) `g É````````¡f
+5←¢S

 5 = ¢S ÉeóæY IOƒLƒe ÒZ (¢S) `g É```````¡f
5←¢S

 ∴

 OÉéjEG Ú©àjh ,∫É°üJ’G äÉjô¶f ΩGóîà°SG øµÁ ’ Gòd ;5 = ¢S ÉeóæY π°üàe ÒZ `g ¿CG »æ©j Gògh
:(¢S) (`g – ¥) = (¢S)Ω

الحل

5 > ¢S    ,          2¢S - (15 + 2¢S)
 5 ≤ ¢S    ,       ¢S3 - (15 + 2¢S )

5 > ¢S    ,                       15         
 5 ≤ ¢S    ,          15 + ¢S3 -  2¢S

}  = (¢S) (`g -¥)

}  = (¢S)Ω        ∴

:5 = ¢S ÉeóæY Ω ¿GÎb’G ∫É°üJG åëH Öéj ,¿B’Gh
25 = 15 + 5 × 3 -2(5) = (5)Ω

 25 = (¢S)Ω É````````¡f
+5←¢S

  ,  15 = (¢S)Ω É````````¡f
-5←¢S

5 = ¢S ÉeóæY π°üàe ÒZ Ω ¿EÉa Gò¡d ;IOƒLƒe ÒZ (¢S)Ω É```````¡f
5←¢S

 ∴
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2تدريب 

1- ≥ ¢S ,       6 +  2¢S
1- < ¢S ,     ¢S - 35 }  = (¢S) `g , 5 +  2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG 

1-  = ¢S ÉeóæY (¢S) `g × (¢S)¥ = (¢S)Ω ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa

 øe ™HGôdG Aõ÷G ΩGóîà°SÉHh .OhóM …Òãc ÊGÎbG áª°ùb œÉf ƒg »Ñ°ùædG ¿GÎb’G ¿CG âaô©J
:á«JB’G áé«àædG ≈dEG π°UƒàdG øµÁ ∫É°üJ’G äÉjô¶f

مثال  (٣)

:π°üàe ÒZ »JCÉj É‡ ¿GÎbG πc ÉgóæY ¿ƒµj »àdG (äóLh ¿EG) ¢S º«b óL
1 + ¢S5 + 2¢S  =  (¢S)¥  (1

1 -  2¢S
3 - ¢S   = (¢S) `g  (2

¢S5
1 - 2¢S   =  (¢S)∫  (3

.¬eÉ≤e QÉØ°UCG AÉæãà°SÉH É¡©«ªL ¢S º«≤d π°üàe ¿GÎbG ƒg »Ñ°ùædG ¿GÎb’G

نتيجة

.∫É°üJG ΩóY •É≤f ¬d óLƒj ’ Gòd ;É¡©«ªL ¢S º«≤d π°üàe OhóM Òãc ¿GÎbG ¥  (1
:¬eÉ≤e QÉØ°UCG ó‚ Gòd ;¬eÉ≤e QÉØ°UCG AÉæãà°SÉH É¡©«ªL ¢S º«≤d π°üàe »Ñ°ùf ¿GÎbG `g  (2

3 = ¢S ←  0 = 3 - ¢S
3 = ¢S ÉeóæY π°üàe ÒZ `g ∴

الحل
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3تدريب 

:π°üàe ÒZ »JCÉj É‡ ¿GÎbG πc ÉgóæY ¿ƒµj »àdG (äóLh ¿EG) ¢S º«b óL
8 + ¢S3 -  3¢S =  (¢S)¥  (1

1 - ¢S
6 + ¢S5 + 2¢S   = (¢S) `g  (2

¢S - 5
 1 -  3¢S   =  (¢S)∫  (3

 :»Ñ°ùf ¿GÎbG ∫  (3
       0 = 1 -  2¢S

1- ,1 = ¢S  ← 1 =  2¢S 
1- = ¢S , 1 = ¢S ÉeóæY π°üàe ÒZ ∫ ∴
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2 = ¢S ÉeóæY ∫ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa ,(¢S) `g + (¢S)¥2 = (¢S)∫ ¿Éch

                                                                   

0 = ¢S ÉeóæY ∫ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa ,(¢S) (`g × ¥) = (¢S)∫ ¿Éch

                                                                          

3 = ¢S ÉeóæY π°üàe (¢S)∫ ¿CG ÚÑa ,(¢S)`g * (¢S)¥ = (¢S)∫ ¿Éch

 Éeó`æY π`°üàe  `g ,¥ øe vÓc ¿CG èàæà`°ùf π`¡`a ,CG = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe (¢S) (`g + ¥) ¿Éc GPEG  (4
 .∂àHÉLEG Q uô`H ? CG = ¢S

ا�سئلة

2 ≥ ¢S  ,           9 + ¢S
2 < ¢S  ,        1 + ¢S5 }  = (¢S) `g , 1 - ¢S5 + 2¢S5 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1

0 > ¢S  ,         4 + ¢S
0 ≤ ¢S  ,        3¢S - 4 }  = (¢S) `g , 4 + 2¢S 5 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

3 > ¢S  ,       ¢S
3 = ¢S  ,      0
 3 < ¢S ,   ¢S- } = (¢S)`g , 9 - 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3
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: kÓ°üàe »JCÉj É‡ ¿GÎbG πc ÉgóæY ¿ƒµj ’ »àdG (äóLh ¿EG) ¢S º«b óL  (5

 1 +  3¢S  =  (¢S)¥  (  CG

3 - ¢S
6 + ¢S5 - 2¢S   = (¢S) `g  (Ü

5
¢S   +   2 + ¢S

1 - 2¢S   =  (¢S)∫  (`L

2 > ¢S   ,        3 + 3¢S
2 ≤ ¢S  ,          ¢S -6 }  = (¢S)Ω  (  O
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أسئلة الوحدة

 ≈æëæe πãª`j …òdG (16-1) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (1
:»JCÉj É‡ πc áª«b óL ,¥ ¿GÎb’G        

(2)¥  (  CG 
(¢S)¥ É`````````¡f

1-←¢S
  (Ü

(¢S)¥ É````````¡f
2←¢S

  (`L

π°üàe ÒZ ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ÉgóæY ¿ƒµj »àdG ¢S º«b  (  O

(2 + ¢S – 2((¢S)¥)) É````````¡f
0←¢S

  (`g

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,3- = (¢S) `g É````````¡f
1←¢S 

 ,29 = 2 + 3((¢S)¥) É````````¡f
1←¢S 

  âfÉc GPEG  (2

((¢S)`g × (¢S)¥) É````````¡f
1←¢S 

  (Ü               (¢S + (¢S) `g2 + (¢S)¥) É````````¡f
1←¢S 

  (  CG

.Ü ,CG :ÚàHÉãdG øe πc áª«b óéa ,1 = ¢S ÉeóæY kÓ°üàe ¥ ¿GÎb’G ¿Éch

:É¡æe πc AGREG áæ«ÑŸG ¢S º«b óæY »JCÉj É‡ πc ‘ (äóLh ¿EG) ájÉ¡ædG áª«b óL  (4

 1- ←¢S   , 1 + ¢S
1 + 2¢S  + ¢S - 3 = (¢S) ¥ (  CG

5←¢S   ,                  ¢S5 - 2¢S
10 - ¢S2   = (¢S) `g (Ü

 ¢U

¢S
 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`5`
1

(¢S)¥5
6
7

6

.(16–1) πµ°ûdG 

} = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3
1 > ¢S  ,           Ü + 2¢S CG2
1 = ¢S  ,                          7 
1 < ¢S  ,     6 - Ü4 - 2¢S
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1 ≥ ¢S ,       4 + ¢S5
1 < ¢S ,         2¢S + 8 }  = (¢S) `g , ¢S5 + 3¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (5

 ¢U

¢S
 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`
1

(¢S)¥

5
6
7

6

.(17–1) πµ°ûdG 
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1 = ¢S  ÉeóæY  ∫ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHÉa , (¢S) (`g + ¥) = (¢S)∫ ¿Éch

1 ← ¢S    ,
    

1 + ¢S2 - 2¢S
¢S3 - 12  

= (¢S)∫ (`L

3 ← ¢S    ,
      

 27 - 3¢S
3 - ¢S  =  (¢S)Ω (  O

4 ← ¢S    ,
     8 - ¢S2

2- ¢S
1

2
1 -

  = (¢S)∑ (`g

7 ← ¢S    ,     49 -  2¢S
5 - 4 + ¢S3

 = (¢S)O ( h

π`ãª`j …ò`dG (17-1) πµ`°ûdG ≈∏Y G kOÉ`ªàYG  (6
 ¥ ¿GÎb’G ∫É°üJG åëHG ,¥ ¿GÎb’G≈æ`ëæe

3 = ¢S  ÉeóæY

kÓ°ü`à`e `g , ¥ :Ú`fGÎ`b’G øe π`c ¿É`c GPEG  (7
,4 = (5) `g ¿Éch ,5 = ¢S ÉeóæY

.(5)¥ óéa ,1 =
  

¢S + (¢S)¥
(¢S) `g 3   

É````````¡f
5←¢S       
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? kÓ°üàe ¥ ¿GÎb’G ÉgóæY ¿ƒµj ’ »àdG ¢S º«b Éªa , 3 - ¢S
¢S3 - 2¢S   + 1

¢S  = (¢S) ¥ ¿Éc GPEG  (8

 ,πFGóH á©HQCG Iô≤a πµd ,Oó©àe øe QÉ«àN’G ´ƒf øe äGô≤a ¢ùªN øe ∫GDƒ°ùdG Gòg ¿ƒµàj  (9
:í«ë°üdG πjóÑdG õeQ ∫ƒM IôFGO ™°V .í«ë°U §≤a É¡æe óMGh

:»g Ω áª«b ¿EÉa , 5 = (5 + ¢S4 - 2¢S Ω) É```````¡f
1←¢S  ¿Éch ,ÉkàHÉK G kOóY Ω ¿Éc GPEG (1)

4 -  (O                     4  (`L                   1-  (Ü                     1  ( CG

 : …hÉ°ùJ  3(4 - 2¢S)
 

É`````````¡f
1-←¢S

 (2)

27  (O               125  (`L                27-  (Ü             125-  ( CG

:»g kÓ°üàe ¥ ¿GÎb’G  ÉgóæY ¿ƒµj ’ »àdG ¢S º«b ¿EÉa , ¢S5 -  2¢S
2 + ¢S3 - 2¢S  = (¢S) ¥ ¿Éc GPEG  (3)

  {2- ,1-}  (O           {2 ,1}  (`L         {0 ,5-}  (Ü             {0,5}  ( CG
                                             

= (¢S) `g É```````¡f
2←¢S  ¿EÉa  ,                                                                               

                                      

IOƒLƒe ÒZ  (O                     1  (`L                    4  (  Ü                     3  ( CG

:2((¢S)¥)
 

      É```````¡f
2←¢S áª«b ¿EÉa ,9 = ((¢S)¥ 3) É```````¡f

2←¢S âfÉc GPEG (5)

2  (O                  27  (`L                 81  (  Ü                     9  ( CG

} = (¢S) `g ¿Éc GPEG  (4)
 2 > ¢S ,      1- ¢S
2 = ¢S ,       3
2 < ¢S ,           2¢S 
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الوحدةالوحدةالوحدةالوحدةالوحدةالوحدة
الـتـفـاضــــلالثـانيـةالثـانيـةالثـانيـةالثـانيـةالثـانيـةالثـانيـة

2

 Oƒ``Lh  É``æJÉ«M  ‘  ß``MÓf
 óbh ,IÒ¨àe iô``NCGh áàHÉK ôjOÉ≤e
 Ò¨àdG …ODƒj IÒ``¨àeôgGƒX âaô©J
 iôNCG Iô``gÉX ‘ Ò``¨J ≈dEG É``¡«a

.É¡«∏Y óªà©J

 Ωƒ¡Øe Ió``MƒdG √ò``g ∫hÉæàJ
 ,Év«FÉjõ«ah É``v«°Sóæg Ò``¨àdG  ∫ó``©e
 øY kÓ°†a ,¿GÎb’G á≤à°ûÃ ¬``£HQh
 OÉéjE’ ¥É≤à°T’G ‘ áYƒæàe óYGƒb

.áØ∏àfl äÉfGÎbG äÉ≤à°ûe
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¢S

¢S
 

¢S
 ¢S

∆

 2

 2

3

¢U
 

¢U
 

 2

1

1

¢U1

Ü
Ü
Ü

¥

¢U∆

(1¢U ,1¢S) CG

(2¢U ,2¢S) Ü
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Differentiation

:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg á°SGQO ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj

.Év«FÉjõ«ah Év«°Sóæg Ò¨àdG ∫ó©e Ωƒ¡Øe Ò°ùØJ  •
.¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG ∞jô©J  •

 óYGƒbh  ∞jô©àdG  ΩGóîà°SÉH  ¿GÎb’G  á≤à°ûe  OÉéjEG  •
.¥É≤à°T’G

.á≤à°ûŸG OÉéjEG ‘ á∏°ù∏°ùdG IóYÉb ΩGóîà°SG  •
 ,¢SÉàL  ,¢SÉL  ,  ¿¢S  :äÉfGÎb’G  äÉ≤à°ûe  OÉéjEG  •

.¢SÉX
.á«fÉãdG á≤à°ûŸG ≈àM äÉfGÎb’ É«∏©dG äÉ≤à°ûŸG OÉéjEG  •
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The Derivative المشتقة الفصل
الأول

.Ò¨àdG ∫ó©e ±ô©àJ 
.πFÉ°ùŸG πM óæY ¬≤Ñ£Jh ,Ò¨àdG ∫ó©e Ö°ù– 

.Év«FÉjõ«ah Év«°Sóæg Ò¨àdG ∫ó©e öùØJ 
.á£°SƒàŸG áYöùdG Ö°ù– 

.á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH á£≤f óæY ≈dhC’G ¿GÎb’G á≤à°ûe áª«b óŒ 
.á≤à°ûŸG ∞jô©J  ΩGóîà°SÉH ≈dhC’G ¿GÎb’G á≤à°ûe óŒ 

äÉLÉàædG

k’hCGمعدل التغير

 Ω2012 ΩÉY ‘h , mQÉæjO (20000) á«FÉHô¡c Iõ¡LCG ácöT ìÉHQCG â¨∏H Ω 2005 ΩÉY ‘
 ?IóŸG √òg AÉæKCG ‘ ácöûdG íHQ ‘ Ò¨àdG áª«b Ée .QÉæjO (34000) ÉgQób É kMÉHQCG ácöûdG â≤≤M

?É¡MÉHQCG ‘ …ƒæ°ùdG Ò¨àdG ∫ó©e Éeh

 ,áæ«©e ±hôX ‘ AÉŸG ¿É«∏Z áLQO :πãe âHÉãdG É¡æe ,IóY ôgGƒX ™e á«eƒ«dG ÉæJÉ«M ‘ πeÉ©àf
 ,áYƒ£≤ŸG áaÉ°ùŸGh ,QÉ¡ædG äÉYÉ°S ∫ÓN IQGô◊G äÉLQO :πãe Ò¨àŸG É¡æeh ,´ƒÑ°SC’G ΩÉjCG OóYh

.¿É°ü≤ædÉH hCG IOÉjõdÉH IÒ¨àŸG ôgGƒ¶dG RÉà“h .øeõdGh áYöùdGh
 É¡«dEG õ neôojh 

2
¢S ≈dEG 

1
¢S øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY ¢S »àª«b ÚH ¥ôØdG ¬fCÉH ¢S ‘ Ò¨àdG QGó≤e ±ô©oj

:¿EG …CG ;(¢S ÉàdO) : CG nô≤oJh , ¢SΔ õeôdÉH
             1¢S - 2¢S = ¢SΔ

¢SΔ + 1¢S = 2¢S : ¿EÉa  ¬æeh

Rate of Change
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(١) 

(٢) 

مثال 

مثال 

:»JCÉj Ée ‘ ¢SΔ óL
3 =  2¢S    ,        1 = 1¢S  (1

1^7 =  2¢S    ,    4^8 = 1¢S  (2

?¢S ‘ Ò¨àdG QGó≤e Éªa ,3 ≈dEG ôØ°U øe ¢S äÒ¨Jh ,5 + ¢S2 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل

الحل

1¢S - 2¢S  = ¢SΔ  (1
2 = 1 - 3 =               
1¢S - 2¢S  = ¢SΔ  (2

3^1-  = 4^8 -1^7 =               

1¢S - 2¢S  = ¢SΔ
3 = 0 - 3 =        

:¬fCG ≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG øe ÚÑàj
 ,5 = 5 + (0)2 = (0)¥ = (1¢S)¥ ¿EÉa  ,G kôØ°U = 1¢S  âfÉc GPEG

11 = 5 + 6 = 5 + (3)2 = (3)¥ = (2¢S)¥ ¿EÉa  ,3 = 2¢S âfÉc GPEGh     

فكر وناقش 
?¢S ‘ Ò¨àdG QGó≤e ‘ IQÉ°TE’G ád’O Ée



70

 ,(¢S)¥Δ õeôdÉH (¢S)¥ ‘ Ò¨àdG ≈dEG õ neôoj ¬fCGh ,(¢S)¥ ‘ Ò¨J ¬≤aGôj ¢S ‘ Ò¨àdG ¿CG ß pM’
:¿EG …CG ;(1¢S)¥ - (2¢S)¥ …hÉ°ùjh

(1¢S)¥ - (2¢S)¥ = (¢S)¥Δ

 (2¢S)¥ QGó≤ŸG  ≈dEGh ,1¢U õeôdÉH  (1¢S)¥ QGó≤ŸG  ≈dEGh ,¢U õeôdÉH  (¢S)¥ ≈dEG  ÉfõeQ GPEG
:¿EÉa 2¢U õeôdÉH

(1¢S)¥ - (2¢S)¥ = ( ¢S)¥Δ

1¢U - 2¢U = ¢UΔ

:ƒg ¥ ¿GÎb’G  áª«b ‘ Ò¨àdG QGó≤e ∴
(0)¥ - (3)¥ = (¢S)¥Δ

(5 + (0)2) - (5 + (3)2) =              
6 =  5 - 11 =              

مثال  (٣)

:óéa ,2 = 2¢S ≈dEG 3 = 1¢S  øe ¢S äÒ¨Jh ,3 - 2¢S = (¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG
.¢S ‘ Ò¨àdG QGó≤e  (1

.(¢S)¥ ¿GÎb’G áª«b ‘ Ò¨àdG QGó≤e  (2

.
 ¢S Δ

¢U Δ
 
(3

الحل
1¢S -  2¢S = ¢SΔ  (1

1-  = 3 -2 =               
:¿EÉa ,1¢U = (1¢S)¥  ,  2¢U = (2¢S)¥ ¿CG ÉÃ  (2

1¢U - 2¢U = ¢UΔ
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مثال  (٤)

الحل

 

(1¢S)¥ - (2¢S)¥
1¢S - 2¢S   

=
 ¢S Δ

¢U Δ

  

 

(1-)¥ - (5)¥
(1-) - 5   =               

1 =  (2-) - 4 
(1-) - 5   =               

(1¢S)¥ - (2¢S)¥ =
(3)¥ - (2) ¥ =

 5- = 6 - 1 = (3 - 2(3) ) - (3 - 2(2) ) =

5 = 1-
5 -  =

 ¢S Δ
¢U Δ   (3

.(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e
 ¢S Δ

¢U Δ   ≈ qª°ùoJ

تعريف

:ƒg (2¢S ≠ 1¢S) ,2¢S ≈dEG 1¢S øe ¢S Ò¨àJ ÚM (¢S)¥ =¢U ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e

.(1¢S)¥ - ( ¢S Δ + 1¢S)¥
¢S Δ   

=
 

(1¢S)¥ - (2¢S)¥
1¢S - 2¢S   

= 1¢U - 2¢U
1¢S - 2¢S  = 

 ¢S Δ
¢U Δ

                          } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG0 > ¢S  ,       ¢S2
0 ≤ ¢S  ,           4   ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ‘ Ò¨àdG ∫ó©e áª«b óéa ,

5 = ¢S ≈dEG 1- = ¢S øe  ¢S Ò¨àJ
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1تدريب 

:»JCÉj É‡ πµd ¥ ¿GÎb’G ‘ Ò¨àdG ∫ó©e áª«b óL
36 ≈dEG 81 øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY ¢S   = (¢S)¥  (1

3 ≥ ¢S ≥ 1  ,   5 - 3¢S
7 ≥ ¢S > 3 ,   4 + ¢S6                          } = (¢S)¥  (24 ≈dEG 2 øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY

?ßMÓJ GPÉe  ,6 ≈dEG 1 øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY 2- = (¢S)¥  (3
 ?ßMÓJ GPÉe  ,3 = ¢S ≈dEG 0 = ¢S øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY 1 + ¢S2 = (¢S)¥  (4

ô«¨àdG ∫ó©ªd »°Sóæ¡dG ô«°ùØàdG

نشاط

 :(1-2) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG
 ¢S  Ò¨àJ  ÉeóæY  ¥ ¿GÎb’G  Ò¨J  ∫ó©e  óL  (1

 .2¢S ≈dEG 1¢S øe
.Ü CG º«≤à°ùŸG π«e Ö°ùMG  (2

?ßMÓJ GPÉe  (3

.(1–2) πµ°ûdG 

:¬æeh ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ É k©WÉb ≈ qª°ùoj Ü CG  º«≤à°ùŸG

 1¢U - 2¢U
1¢S - 2¢S   = ™WÉ≤dG π«e

¢S ¢S
 ¢S

 2

¢U
 

¢U
 

 2

1

¢U1

¥
(2¢U ,2¢S) Ü

(1¢U ,1¢S) CG
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(٥) 

(٦) 

مثال 

مثال 

 QÉŸG  ™WÉ≤dG  π«e óéa ,(18 ,2) Ü ,(3- ,1-) CG  :Úà£≤ædÉH  ôÁ ¥ ¿GÎb’G  ≈æëæe ¿Éc GPEG
.Ü , CG :Úà£≤ædÉH

 …hÉ°ùj ÜCG  ™WÉ≤dG π«e ¿Éch ,( ∫ ,1-) Ü ,(7 ,3) CG :Úà£≤ædÉH ôÁ ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ¿Éc GPEG
.∫ áª«b óéa ,(3-)

الحل

الحل

7 =
 

(3-) -18
(1-) -2  = 1¢U - 2¢U

1¢S - 2¢S  = ™WÉ≤dG π«e

 1¢U - 2¢U
1¢S - 2¢S   = ™WÉ≤dG π«e

2تدريب 

.((3)¥ ,3) ,((0)¥ ,0) :Úà£≤ædÉH QÉŸG ™WÉ≤dG π«e óéa ,2¢S8 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

 ÉeóæY ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e …hÉ°ùj (2¢U , 2¢S) Ü , (1¢U , 1¢S) CG :Úà£≤ædÉH QÉŸG ™WÉ≤dG π«e
.2¢S ≈dEG 1¢S øe ¢S Ò¨àJ

 3-1-
7 - ∫   =    3- 

7 - ∫  =   12  
19 = ∫  :¿PEG 
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 áYöùdG ≈∏Y π°üëf ÉæfEÉa ,(¿ Δ) øeõdG ‘ Ò¨àdG QGó≤e ≈∏Y (∫ Δ) áaÉ°ùŸG ‘ Ò¨àdG Éæª°ùb GPEG
:¬æeh ,]2¿,1¿] á«æeõdG IÎØdG ‘ º«°ùé∏d  ´ á£°SƒàŸG

 
(1¿)±  - (2¿)±

1¿ - 2¿   
=

  ¿ Δ
∫ Δ   =  ´

  2¿ á¶ë∏dG ‘ º«°ù÷G ™bƒe1¿ á¶ë∏dG ‘ º«°ù÷G ™bƒe

 (2¿)± = 2∫(1¿)± = 1∫ 

ô«¨àdG ∫ó©ªd »FÉjõ«ØdG ô«°ùØàdG
 ,(¿)± = ∫ IóYÉ≤dÉH Éka sô© oe ¿ á¶ë∏dG ‘ ¬©bƒe ¿Éc å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ô– GPEG
 ,(2¿)± = 2∫  ™bƒŸG ≈dEG (1¿)± = 1∫ ™bƒŸG øe Ò¨àj º«°ù÷G ™bƒe ¿EÉa , 2¿ ≈dEG 1¿ øe ¿ äÒ¨Jh

.(2-2) πµ°ûdG ô¶fG ,∫ Δ ƒg áaÉ°ùŸG Ò¨J ¿ƒµjh

.(2–2) πµ°ûdG 

مثال  (٧)

 .QÉàeC’ÉH áaÉ°ùŸG (¿)± ,ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ å«M ,3 + 2¿ = (¿)± ábÓ©dG Ö°ùM º«°ùL ∑ôëàj
.á«fÉK ]2 ,1] á«æeõdG IÎØdG ‘ º«°ùé∏d á£°SƒàŸG áYöùdG Ö°ùMG

الحل
.á«fÉK 2 = 2¿ , á«fÉK 1 = 1¿

:…hÉ°ùJ á«fÉK ]2 , 1] á«æeõdG IÎØdG ‘ º«°ùé∏d á£°SƒàŸG áYöùdG

 
(1¿)±  - (2¿)±

1¿ - 2¿   
= ´

            
 

(1)±  - (2)±
1 - 2   =    
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مثال  (٨)

 ¿Éch ,2 …hÉ°ùj ]1 ,3-] IÎØdG ‘ ¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e ¿Éc GPEG
.]1 ,3-] IÎØdG ‘ `g ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e óéa ,2¢S - (¢S)¥ = (¢S) `g

الحل
1 =  2¢S  ,3- =1¢S

                       (1¢S)¥ - (2¢S)¥
1¢S - 2¢S   = (¢S)¥ ¿GÎ`b’G Ò`¨J ∫ó©`e

                             (3-)¥ - (1)¥
(3-) - (1)   =  2                                       

  (3-)¥ - (1)¥
4   =  2                                       

       (1¢S) `g - (2¢S) `g
1¢S - 2¢S   = (¢S) `g ¿GÎb’G Ò¨`J ∫ó©`e

    (3-) `g - (1) `g
(3-) - (1)   =                                            

 
(2(3-) - (3-)¥) - (2(1) - (1)¥)

4   =        

 
9 + (3-)¥ -1- (1)¥

4   =      

 
(3+2(1)) - (3+2(2))

1 - 2
  =    

.ç/Ω 3 = 
 1

4 - 7  =    
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4
9 + 1-   +

 
(3-)¥ - (1)¥

4   =      

4
8  + 2 =      

4 = 2 + 2  =      

تدريب 

تدريب 

3

4

 ¿Éch , 3- …hÉ°ùj ]2 ,1-] IÎØdG ‘ ¥ ¿GÎb’G ‘ Ò¨àdG ∫ó©e ¿Éc GPEG
.]2 ,1-] IÎØdG ‘ `g ¿GÎb’G ‘ Ò¨àdG ∫ó©e óéa , ¢S5 + (¢S)¥2 = (¢S) `g

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM
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:óéa ,4 ≈dEG 1- øe ¢S äÒ¨Jh ,2¢S - ¢S3 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1
.¢S ‘ Ò¨àdG QGó≤e (  CG

.(¢S)¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e (Ü

.5 ≈dEG 1 øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e óéa

?1- = ¢S Δ  QGó≤Ã 2 = 1¢S øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY 3¢S 3 = ¢U ¿GÎb’G Ò¨J áª«b Ée  (3

  
.CG âHÉãdG áª«b óéa ,4 …hÉ°ùj 5 ≈dEG 2 øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e ¿Éch

 ¿Éch ,4 …hÉ°ùj ]3 ,1] IÎØdG ‘ ¥ ¿GÎbÓd Ò¨àdG ∫ó©e ¿Éc GPEG  (5
.]3 ,1] IÎØdG ‘ `g ¿GÎbÓd Ò¨àdG ∫ó©e óéa ,¢S - (¢S)¥ = (¢S) `g

 ‘ ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ™WÉ≤dG π«e ¿Éc GPEG  (6
ó``é`a ,(1-) …hÉ`°ùj (3-2) πµ`°ûdG       

.(3)¥ áª«b       

ا�سئلة

.(3–2) πµ°ûdG 

3 ≥ ¢S ≥ 0  ,      2 - 2¢S
7 ≥ ¢S > 3  ,    1 + ¢S2                         } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

                         } = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (43 ≥ ¢S ≥ 1  ,      2¢S
5 ≥ ¢S > 3  ,     ¢S CG

¢S
 

 6

¢U
 

((3)¥,3)

(¢S)¥
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 .((2)¥ ,2) , ((0)¥ ,0) :Úà£≤ædÉH QÉŸG ™WÉ≤dG π«e óéa ,2¢S3 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (7

 QGó≤e óL .º°S (3) ≈dEG º°S (1) øe ¬©∏°V ∫ƒW Ò¨J å«ëH IQGôë∏d ¢Vô©J Êó©e Ö©µe  (8
.Ö©µŸG Gòg ºéM ‘ Ò¨àdG

 á``bÓ`©dÉH ≈£©J πØ`°SCG ≈dEG Év«`°SCGQ ¬Wƒ≤`°S AÉæ`KCG ‘ º«°ùL É¡©£≤`j »àdG á`aÉ°ùª`dG â`fÉc GPEG  (9
 Ö°ùMÉa  ,ÊGƒãdÉH  øeõdG  ¿ ,QÉàeC’ÉH  áYƒ£≤ŸG  áaÉ°ùŸG  ± å«M ,2¿5 - ¿10 = (¿)±

.]3 ,1] á«æeõdG IÎØdG ‘ º«°ùé∏d á£°SƒàŸG áYöùdG
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É k«fÉKالمشتقة الأولى

 ±ô©ŸG ¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e ájÉ¡f ¿CG ¿B’G ±ô©àà°Sh ,¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e É k≤HÉ°S âaô©J
:¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG ≈ qª°ùoJ ]Ü ,CG] IÎØdG ≈∏Y

.(1¢S)n ¥ õeôdÉ`H É¡«dEG õ neôojh ,(¢S)¥ = ¢U

The First Derivative

 ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ  (4-2) πµ°ûdG
 (2¢U,2¢S)Ü ,(1¢U,1¢S)  CG  :¿Éà£≤ædGh

 .(¢S)¥ ≈æëæe ≈∏Y ¿Éà©bGh

 ≈æëæe ≈∏`Y Ü á`£≤`æ`dG  âc uô oM GPEG
 ò`NCÉ`àd  CG  á`£≤`ædG  øe á`HÎ`≤e ¥ ¿GÎ`b’G

 ÜCG  ™WÉ≤dG ¿EÉa ...,2Ü,1Ü  ´É°VhC’G

 ÉkHÎ≤e ..., 2ÜCG  , 1ÜCG  ´É°VhC’G òNCÉj
.CG á£≤ædG óæY ≈æëæª∏d ¢SÉªŸG ™°Vh øe

.(4–2) πµ°ûdG 

Ü CG  ™WÉ≤dG π«e É```````¡f
CG←Ü

 = (1¢U ,1¢S) CG á£≤ædG óæY ¢SÉªŸG π«e ¿EG …CG

(1¢S)n¥ =
 ¢SΔ

¢UΔ

 
É`````````¡f
0←¢SΔ

 =   

 §N ≈∏Y ∑ôëàj º«°ù÷ ¿Δ + 1¿ ≈dEG 1¿ øe á«æeõdG IÎØdG ‘ á£°SƒàŸG áYöùdG ¿CG É k≤HÉ°S âª∏©J
:…hÉ°ùJh , ´ »g (¿)± = ∫ ábÓ©dG ≥ah º«≤à°ùe

 
(1¿)± - (¿Δ +1¿)±

¿Δ
  =

 ¿Δ
∫Δ

   =  ´

¢S

¢S ¢S
 ¢S

∆

 2

 2
3

¢U
 

¢U
 

 2

1

1

¢U1
¢S1¢U1 ) CG,(

¢S2¢U2 ) Ü,(
Ü

Ü
Ü

¥

¢U∆
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:¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG

 ¬«dEG  õeôf ôNBG  ¿GÎbG »g ]Ü ,CG]  IÎØdG ≈∏Y ±ô©ŸG (¢S)¥ = ¢U ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG
 :å«M , (¢S `d áëàa ¥)  CGô r≤ojh ,(¢S)n¥ õeôdÉH

.ájÉ¡ædG OƒLh á£jöT ;
 

(¢S)¥ - (¢SΔ + ¢S)¥
¢SΔ  É````````¡f

0←¢SΔ
  =

  ¢SΔ
¢UΔ

 
É`````````¡f
0←¢SΔ

 = (¢S)n¥

  :ƒg ≈dhC’G á≤à°ûŸG ∞jô©J ¿EÉa `g õeôdÉH ¢S Δ QGó≤ŸG ≈dEG ÉfõeQ GPEG ÉeCG

 , (¢S)¥ - (`g + ¢S)¥
`g É```````¡f

0←`g 
  = (¢S)n¥

.n ¢U ,
 

¢U
¢S   

, (¢S)n¥ ≈dhC’G á≤à°ûŸG RƒeQ øe

مثال  (١)

.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH 1 + ¢S2 = (¢S)¥ å«M ,¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL

الحل

             
 

(¢S)¥ - (¢SΔ + ¢S)¥
¢SΔ  É`````````¡f

0←¢SΔ
  = (¢S)n¥

           
 
(1 + ¢S2) - (1 + (¢SΔ + ¢S)2)

¢SΔ  É`````````¡f
0←¢SΔ

  =

 ,º«°ùé∏d á«¶ë∏dG áYöùdG ≈ qª°ùoJ (ÉgOƒLh ∫ÉM ‘)
 ¿Δ

∫Δ
 
É````````¡f
0←¿Δ

 ¿EÉa ,0←¿Δ ÉeóæY ¬fCGh

.( (¿) n± = ´ ) øeõdG ≈dEG áÑ°ùædÉH áaÉ°ùŸG ¿GÎb’ ≈dhC’G á≤à°ûŸG »gh

تعريف
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 :»g ,¥ ∫É›  1¢S å«M , 1¢S = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG

. (1¢S)¥  - (`g +1¢S)¥
`g     É```````¡f

0←`g
 =

  ¢SΔ
¢UΔ

 
É`````````¡f
0←¢SΔ

  = (1¢S)n¥

مثال  (٢)

.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (2)n¥ óéa ,¢S5 – 6 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل
(2)¥ - (`g +2)¥

`g É```````¡f
0←`g

  = (2)n¥

  (2*5 -6) - ((`g +2)5 -6)
`g É```````¡f

0←`g
  = 

 10+6 - `g5-10-6
`g É```````¡f

0←`g
  = 

5-  =
  `g

`g5- É```````¡f
0←`g

  = 

تعريف

1- ¢S2- 1 + ¢SΔ 2 + ¢S2
¢SΔ  É`````````¡f

0←¢SΔ
  =

                 2 = 
 ¢SΔ

¢SΔ2
 
É`````````¡f
0←¢SΔ

  =
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مثال  (٣)

 .∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (¢S)n¥ óéa , 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل

تدريب 

تدريب 

1

2

.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (2)n¥ óéa , ¢S4 + 3 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (3)n¥ óéa ,3 - 2¢S4 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

:á«JB’G ábÓ©dG Ö°ùM ∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH ≈dhC’G á≤à°ûŸG øY ÒÑ©àdG øµÁ , `g + ¢S = ´ ™°VƒH

. (¢S)¥ - (´)¥
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
 = (¢S)n¥

 (¢S)¥ - (´)¥
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
  = (¢S)n¥

               
2¢S - 2́
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
  =

    (¢S + ´) (¢S - ´)
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
  =

¢S + ´ É```````¡f
¢S←´

  =

.¢S2 = (¢S)n¥ ∴

1

1
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مثال  (٤)

.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (¢S)n¥ óéa , ¢S   = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل

          (¢S)¥ - (´)¥
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
  = (¢S)n¥

        

 
 

 ¢S  - ´
¢S - ´  

É```````¡f
¢S←´

 

 =

?GPÉŸ ,
  

 ¢S  + ´

 ¢S  + ´   *
  

 ¢S  - ´
¢S - ´  

É```````¡f
¢S←´

 

 =

 

¢S - ´
( ¢S  + ´  ) (¢S - ´)  

 
É```````¡f
¢S←´

 

 =
   

 ¢S 2
1   =

  

1
( ¢S  + ´  )

 É```````¡f
¢S←´

 

 =  

 :Ú©Hôe ÚH Ékbôa É¡Ø°UƒH ¢S - ´ π«∏ëàH ∂dPh ,iôNCG á≤jô£H (4) ∫ÉãŸG πM øµÁ

  (¢S)¥ - (´)¥
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
 = (¢S)n¥

3تدريب 

.∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (¢S)n¥ óéa , 3¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

1

1
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مثال  (٥)

.á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH (4)n¥ óéa , 3-¢S2 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل

 
 ¢S   - ´

( ¢S   + ´  )( ¢S   - ´  )
  

=
  

 ¢S   - ´
¢S - ´  

É```````¡f
¢S←´

 

 =

  ¢S 2
1

  =
  

1
( ¢S   + ´  )

 É```````¡f
¢S←´

 

 =  

1

1

(1¢S)¥  - (`g +1¢S)¥
`g É```````¡f

0←`g
 = (1¢S)n¥

   (4)¥ - (`g +4)¥
`g

É```````¡f
0←`g

  =   (4)n¥

 3-4*2  - 3- (`g +4)2
`g

É```````¡f
0←`g

 

 =  

 5  + `g2+5

 5  + `g2+5  
 *  5  - `g2+5

`g
É```````¡f
0←`g

  =  

 

5 - `g2 + 5
( 5  + `g2+5 ) `g

É```````¡f
0←`g

  =
   

.
5
1   =

 5 2
2  =

 

`g2
( 5  + `g2+5 ) `g

É```````¡f
0←`g

  =   
2

1
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مثال  (٦)

.(3)n¥ óL ºK ,á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH (¢S)n¥ óéa ,G kôØ°U ≠ ¢S ,
 

¢S
3  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل

تدريب 

تدريب 

4

5

.(8)n¥ óL ºK ,á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH (¢S)n¥ óéa , 0< ¢S ,  ¢S2  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

.( 1
2 )n¥ óL ºK ,∞jô©àdG ΩGóîà°SÉH (¢S)n¥ óéa , 1

3  ≠ ¢S , 1
¢S3-1  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

 (¢S)¥ - (´)¥
¢S - ´  É```````¡f

¢S←´
  = (¢S)n¥

           `````````````  *  ```````````````````````
 

É```````¡f
¢S←´

  =  ¢S - ´
´
3

¢S
3 -

 
É```````¡f
¢S←´

  =

1
(¢S - ´)   *

 
(´- ¢S)3

¢S ´  É```````¡f
¢S←´

  =

3-
2¢S   =

  
3-

¢S ´  É```````¡f
¢S←´  =

 1
3  -  =  3

9  -  = (3)n¥ :¬æeh

1-

1

´3 - ¢S3
¢S ´

1
¢S - ´
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.(¢S)n¥ óéa , 2̀g ¢S2 - `g 2¢S ƒg (¢S)¥ ¿GÎb’G Ò¨J QGó≤e ¿Éch ,(¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG  (1

 ≈dEG 1¢S øe ¢S Ò¨àJ É``eóæY ¥ ¿GÎb’G á``ª«b ‘ Ò¨àdG QGó≤e ¿Éch ,(¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG  (2
.(¢S)n¥ áª«b óéa ,2̀g2 + `g ¢S4 = ¢UΔ  ƒg  `g + 1¢S

:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL ,á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH  (3
¢S5 - 4 = (¢S)¥  (Ü       6 = (¢S)¥  (  CG 

 3+ ¢S4   = (¢S)¥  ( O                  ¢S2 - 2¢S = ¢U  (`L

  2
3+ ¢S2   = ¢U  ( h         1

¢S2  -  = (¢S)¥  ( `g

 áæ«ÑŸG ¢S  áª«b óæY »JCÉj É‡ πc á≤à°ûe ÜÉ°ùM ‘ á£≤f óæY ≈dhC’G á≤à°ûŸG ∞jô©J Ωóîà°SG  (4
:É¡æe πc AGREG

2-  = ¢S      ,      6 + ¢S3 = (¢S)¥  (  CG 

4   = ¢S       ,      2¢S -1 = ¢U  (Ü

 0   = ¢S       ,      4 + ¢S5 - 3¢S2 = ¢U  (`L

2-  = ¢S       ,      ¢S3-2    = ¢U  (  O

 4   = ¢S       ,       2
1-¢S   = ¢U  (`g

1   = ¢S      ,     5
¢S3 + 4  = (¢S)¥  ( h

ا�سئلة
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Differentiation Rules & Higher Order Derivatives 
قواعد الاشتقاق والمشتقات العليا  الفصل

الثاني

.IÉ£©e äÉfGÎbG äÉ≤à°ûe OÉéjEG óæY ¥É≤à°T’G óYGƒb ≥Ñ£J 
 .á≤à°ûŸG OÉéjEG ‘ á∏°ù∏°ùdG IóYÉb Ωóîà°ùJ 

.¢SÉX ,¢SÉàL ,¢SÉL :á«JB’G äÉfGÎb’G á≤à°ûe Ö°ù– 
.á«fÉãdG á≤à°ûŸG ≈àM IÉ£©e äÉfGÎb’ É«∏©dG äÉ≤à°ûŸG óŒ 

äÉLÉàædG

k’hCGقواعد الاشتقاق

.(¢S)n¥ óéa , (3 - ¢S2) 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

Differentiation Rules

 G kôeCG IÒÑµdG ¢ù°SC’G ™e πeÉ©àdG  π©éj á≤à°ûŸG ∞jô©J ΩGóîà°SÉH ¿GÎb’G Gòg á≤à°ûe OÉéjEG ¿EG
 .¥É≤à°T’G á«∏ªY π¡°ùJ »àdG óYGƒ≤dG ¢†©H ¢SQódG Gòg ‘ ±ô©àà°S Gòd ;ÉkÑ©°U

نشاط
:á≤à°ûŸG ∞jô©J ≈∏Y G kOÉªàYG »JB’G ∫hó÷G ‘  ÆGôØdG CÓeG

¿GÎb’G¿GÎb’G á≤à°ûe¿GÎb’G¿GÎb’G á≤à°ûe

5 = (¢S)¥- - - - - - -¢S = (¢S) `g- - - - - - -

4-  = (¢S)¥- - - - - - -2¢S = (¢S) `g- - - - - - -

0^5 = (¢S)¥- - - - - - -3¢S = (¢S) `g- - - - - - -

?ßMÓJ GPÉe?ßMÓJ GPÉe
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مثال  (١)

 :»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL
5-¢S2 = (¢S) `g  (3                           3¢S = ¢U  (2                   3-  = (¢S)¥  (1

 1
2¢S   = ¢U  (6              3¢S   = (¢S)∫  (5                    ¢S  3  = ¢U  (4

الحل
.G kôØ°U = (¢S)n¥  (1

2¢S3 =  1-3¢S3 =
  

¢U
¢S  (2

 10-
6¢S   = 6-¢S   10-  = 1-5-¢S (5-)2 = (¢S) n `g  (3

 ¢S
1
3   = ¢U  (4

  
2¢S   3

3
1   =  ¢S

2-
3  1

3   = ¢S
1
31-

 
1
3  

 =  ¢U 
¢S 

  ¢S
3
2  = (¢S)∫  (5

¢S
 

3
2  = ¢S

1
2  

3
2   = ¢S

3
21-  3

2   = (¢S) n ∫

(1) IóYÉ≤dG
.G kôØ°U = (¢S)n¥ ¿EÉa  ,âHÉK OóY `L å«M , `L = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (1

.ì  ¿ ,1-¿¢S ¿ = (¢S)n¥ ¿EÉa ,¿¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (2
:¿EÉa ,âHÉK OóY  CG ,¥É≤à°TÓd πHÉb ¿GÎbG Ω å«M ,(¢S)Ω * CG = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (3

.(¢S) n Ω × CG = (¢S)n¥      
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1تدريب 

:á«JB’G äÉfGÎb’G øe πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL

¢S
1   = ¢U  (2                              ¢S2

3 -   = (¢S)¥ (1

¢S = ¢U  (4                                              6-¢S  5
3   = ¢U (3

.ÚfGÎbG ÚH ¥ôØdGh ,ÚfGÎbG ´ƒª› á≤à°ûe :(2) IóYÉ≤dG
:¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG `g ,¥ :øe πc ¿Éc GPEG

.(¢S)n `g + (¢S)n¥ = (¢S)n ∫ ¿EÉa ,(¢S) `g + (¢S)¥ = (¢S)∫  (1

.(¢S)n `g - (¢S)n¥ = (¢S) n´ ¿EÉa ,(¢S) `g - (¢S)¥ = (¢S)´ (2

مثال  (٢)

:»JCÉj øe πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL
2¢S + ¢S  = (¢S) `g (3        ¢S2 -  3-¢S = ¢U (2        2+ ¢S - 3¢S2- 4¢S5 = (¢S)¥ (1

الحل
 1 -  2¢S6 - 3¢S20 = (¢S)n¥ (1

 2-
  

3-
4¢S  = 2- 4-¢S  3- =

 
¢U
¢S   (2

2¢S + ¢S
1
2  = (¢S) `g  (3

¢S2 + 
¢S  2

1  = ¢S2 + ¢S
1-
2

 
1
2   = (¢S) n `g

 2-¢S  = ¢U  (6
2-
3¢S   =  

3-¢S 2-  =  1-2-¢S2- = ¢U
¢S  
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مثال  (٣)
.(2-)n¥ óéa ,1- 2¢S4 - 3¢S5 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل
:á«HÉ°ù◊G äÉ«∏ª©dG äÉjƒdhCG ≥«Ñ£J ºK ,IóYÉ≤dG ‘ ¢†jƒ©àdG ºK , k’hCG ¥É≤à°T’G

¢S 8 - 2¢S 15 =   (¢S)n¥
(2-)8 - 2(2-)15 = (2-)n¥

76 = 16 + 60 = 16 + 4 *15 =             

2تدريب 
:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL

 
  

2¢S  - ¢S2 = ¢U  (1

  
 

1
¢S  + 5 - 3¢S4 = (¢S)¥  (2

.ÚfGÎbG ÜöV π°UÉM á≤à°ûe :(3) IóYÉ≤dG
:¿EÉa ,(¢S) `g × (¢S) ¥ = ¢U ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG `g ,¥ :øe πc ¿Éc GPEG

:¿EG …CG ;(¢S)n¥ × (¢S) `g + (¢S)n `g × (¢S)¥ =
 

¢U
¢S

= ÚfGÎbG ÜöV π°UÉM á≤à°ûe
.∫hC’G ¿GÎb’G á≤à°ûe × ÊÉãdG ¿GÎb’G + ÊÉãdG ¿GÎb’G á≤à°ûe × ∫hC’G ¿GÎb’G

:å«M ,¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG ≈dEG ´ƒLôdÉH
:¿EÉa ,(3 - ¢S2) 2¢S  = (¢S)¥

.∫hC’G ¿GÎb’G á≤à°ûe × ÊÉãdG ¿GÎb’G +ÊÉãdG ¿GÎb’G á≤à°ûe × ∫hC’G ¿GÎb’G  = (¢S)n¥
¢S2 × (3 - ¢S2) + 2 × 2¢S  =  

.¢S6 - 2¢S6 = ¢S6 - 2¢S4 + 2¢S2  =  
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مثال  (٤)

:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL
.G kôØ°U = ¢S  ÉeóæY (5 + 3¢S) (3- ¢S2) = ¢U  (1

.(5 -  3¢S) 
3-¢S  = ¢U  (2

الحل

.∫hC’G ¿GÎb’G á≤à°ûe × ÊÉãdG ¿GÎb’G + ÊÉãdG ¿GÎb’G á≤à°ûe × ∫hC’G ¿GÎb’G =
  

¢U
¢S   (1

2 × (5 + 3¢S) + 2¢S3 × (3 - ¢S2) =         

10 = 10 + 0 = 2×5 + 0×3-  =      |
 

¢U
¢S

  
 4-¢S 3- × (5 - 3¢S) + 2¢S3 × 

3-¢S  =
 

¢U
¢S    (2

 
 
15
4¢S  = 

4-¢S 15 + ( 1-¢S 3-) + 
1-¢S 3 =            

فكر وناقش 

.iôNCG á≤jô£H á≤HÉ°ùdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

فكر وناقش 
.ÚfGÎbG ÜöV á≤à°ûe IóYÉb ΩGóîà°SG ¿hO øe (4) ∫ÉãŸG sπ oM  (1

:»g  (5 + 3¢S3) 2¢S = (¢S)¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG ¿CG Qƒf âY sOG  (2
.É¡FÉY uOG áë°U ¢û pbÉf . (2¢S9) ¢S2 = (¢S)n¥

0= ¢S
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3تدريب 

:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL
(3 + 5-¢S ) × (7 + 2¢S3) = ¢U  (1

1 = ¢S ÉeóæY (1 + 3¢S4) (¢S3 - 5) = (¢S)¥  (2
(1 - 2¢S) (4 - 2¢S3) = ¢U  (3

.ÚfGÎbG áª°ùb êQÉN á≤à°ûe :(4) IóYÉ≤dG

 ,0≠ (¢S) `g ,
 
(¢S)¥
(¢S) `g   = ¢U ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG `g ,¥ :øe πc ¿Éc GPEG

¿EG …CG ;
 
(¢S) n `g * (¢S)¥ - (¢S)n¥ * (¢S) `g

2((¢S)`g)   =
  

¢U
¢S  ¿EÉa

 
. ΩÉ≤ªdG á≤à°ûe * §°ùÑdG - §°ùÑdG á≤à°ûe * ΩÉ≤ŸG

2(ΩÉ≤ŸG)   = ÚfGÎbG áª°ùb á≤à°ûe

الحل

 
ΩÉ≤ªdG á≤à°ûe * §°ùÑdG - §°ùÑdG á≤à°ûe * ΩÉ≤ŸG

2(ΩÉ≤ŸG)   =
 

¢U
¢S

  2*(1- 3¢S) -  2¢S3 * (6 + ¢S2)
2(6 + ¢S2)   =         

. 2 +  2¢S18 + 3¢S4
2(6 + ¢S2)

  =
  

2 + 3¢S2 - 2¢S18 + 3¢S6
2(6 + ¢S2)

  =       

مثال  (٥)

¢U
¢S  

 óéa ,
 

1- 3¢S
6 + ¢S2   = ¢U âfÉc GPEG
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نشاط
:ÚfGÎbG áª°ùb IóYÉb ΩGóîà°SÉH »JB’G ∫hó÷G ‘ ÆGôØdG πªcCG

¿GÎb’G¿GÎb’G á≤à°ûe

---------

---------

---------

 ?ßMÓJ GPÉe

 kÓHÉb  (¢S) `g  ¿Éch  ,âHÉK  OóY  `L  ,  0≠  (¢S) `g  å«M , `L
(¢S)`g  =  (¢S)¥ ¿Éc  GPEG

. (¢S) n `g * `L-
2((¢S)`g)   = (¢S)n¥ ¿EÉa ,¥É≤à°TÓd

نتيجة

مثال  (٦)

:»JCÉj É‡ πc ‘
  

¢U
¢S   óL

7 + 2¢S3
2   = ¢U (2      5-

3 + ¢S2   = ¢U  (1

الحل

 
10

2(3 + ¢S2)   =
  

2*(5-) -
2(3 + ¢S2)   =

  
¢U
¢S  (1

¢S3 =
  

¢S6
2   =

  
¢U
¢S  (2

```````  = (¢S)¥3¢S

``````````````  = (¢S)¥1
¢S5 - 1

``````````````  = (¢S)¥2-
1 + ¢S2
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فكر وناقش 

.á≤jôW øe ÌcCÉH ≥HÉ°ùdG (4) ÖjQóàdG øe (2) ´ôØdG ‘ ¿GÎbÓd 
 

¢U
¢S   óL

4تدريب 

:»JCÉj É‡ πc ‘
 

¢U
¢S   óL

              
 

8 -  3¢S
2 -  ¢S   = ¢U (2                      

 
5 + ¢S2
¢S - 3   = ¢U (1

  
 

11
 6 +  3¢S   = ¢U (4                       

 
¢S3 - 1

2   = ¢U (3

5تدريب 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM
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:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL  (1

¢S
3  -  = (¢S)¥  (Ü                                         3¢S2 - 6 = (¢S)¥  (  CG 

(4¢S5 - 3) (¢S2 - 3¢S) = ¢U  ( O                    ¢S + 5¢S 3  +  0̂ 5-¢S2 = (¢S)`g  (`L

 
 

¢S
2¢S - 4   = (¢S)¥  ( h                                            

 
1 + 2¢S
3 - ¢S2   = ¢U  (`g

(¢S5 - 2) (¢S3 + 3¢S) = (¢S)¥  ( R

:É¡æe πc AGREG áæ«ÑŸG ¢S º«b óæY »JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL  (2
3- = ¢S ÉeóæY   ,             1 + 2¢S2 - 3¢S5 = ¢U (   CG

1 = ¢S ÉeóæY   ,              ¢S 3 + 3¢S = ¢U (Ü

2- = ¢S ÉeóæY   ,             
 

3-
 ¢S - 2  = ¢U (`L

 1 = ¢S ÉeóæY
   

,
                             

¢S2
¢S4 - 5  = (¢S)¥ (  O

2- = ¢S ÉeóæY   ,         (1 + ¢S2) (2¢S6 - 4) = (¢S)¥ (`g

1 = ¢S ÉeóæY   ,     ¢S
2  + (2¢S - 3) × ¢S2 = (¢S)¥ ( h

. (1)¥  - (`g +1)¥
`g  É```````¡f

0←`g
 áª«b óéa , ¢S 6  = (¢S)¥ ¿CG âª∏Y GPEG (3

:óéa 1 = (1) n `g  ,2- = (1) `g  ,2- = (1)n¥  ,4 = (1)¥ ¿Éc GPEG  (4
(1) n ( `g

¥ )  (`L               n ((1) (`g × ¥))  ( Ü              (1) n (`g × ¥)  (   CG

(1) n (`g2- ¥3)  ( h                     (1) n (`g + ¥)  ( `g                  (1) n ( `g
3 )  ( O

ا�سئلة
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É k«fÉKقاعدة السلسلة

. (¢S)n¥ óéa , 5-(5 +  2¢S3) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

Chain Rule

 »àdG ¥É≤à°T’G óYGƒb ΩGóîà°SÉH 5-(5 + 2¢S3) = (¢S)¥ ¿GÎb’G á≤à°ûe OÉé`jEG øµª`j ’
.¿GÎb’G Gòg á≤à°ûe OÉéjE’ á∏°ù∏°ùdG IóYÉb ∫Éª©à°SG Öéj Gòd ; π°üØdG Gòg ‘ É¡àª∏©J

مثال  (١)

. ¢U
¢S  óéa ,1 - 3¢S = ´ , 3 + 2´2 = ¢U ¿Éc GPEG

الحل

       3 + 2(1- 3¢S)2 = ¢U :¬æeh  ,1- 3¢S =  ´ 
                      ?(GPÉŸ) 3 + (1 + 3¢S2 - 6¢S)2 = ¢U

5 + 3¢S4 - 6¢S2 = ¢U

                         2¢S12 -  5¢S12 =
 

¢U
¢S

.¢S Ò¨àŸG ád’óH Üƒàµe ´ Ò¨àŸG ¿CGh ,´ Ò¨àŸG ád’óH Üƒàµe ¢U ¿GÎb’G ¿CG ß pM’

:á«JB’G äGƒ£ÿG ´ÉÑJÉH
  

¢U
¢S   OÉéjEG øµÁ

.
 

¢U
´   OÉéjEG  (1

.
 

´
¢S   OÉéjEG  (2

. ´
¢S   × 

 
¢U
´   OÉéjEG  (3

.¢S ád’óH ´ áª«b ¢†jƒ©J  (4
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.á∏°ù∏°ùdG IóYÉb :(1) IóYÉ≤dG
 ¥É≤à°TÓd kÓHÉb ´ ,´ ≈dEG áÑ°ùædÉH ¥É≤à°TÓd kÓHÉb ¢U ,(¢S) `g = ´ ,(´)¥ = ¢U ¿Éc GPEG

:¿EÉa ,¢S ≈dEG áÑ°ùædÉH
. ´

¢S  ×
 

¢U
´   =  ¢U

¢S   

مثال  (٢)

. ¢U
¢S  ó`é`a ,7 + ¢S3 = Ω  ,5 - 2Ω3 + 3Ω = ¢U ¿Éc GPEG  (1

.1 = ¢S ÉeóæY  ¢U
¢S  óéa ,2 - ¢S5 = ´  ,1 +  3́  = ¢U ¿Éc GPEG  (2

الحل

Ω6 +  2Ω3 =  ¢U
Ω   (1

3 =  Ω
¢S       

 Ω
¢S   ×  ¢U

Ω   =  ¢U
¢S       

3 × (Ω6 + 2Ω3)  =          
Ω18 + 2Ω9  =  

.(7 + ¢S3)18 + 2(7 + ¢S3) 9  =  

.2́ 3 =  ¢U
´   (2

5 =  ´
¢S       

 ´
¢S  × ¢U

´   =  ¢U
¢S       
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5 × 2́ 3 =        
2́ 15 =        

2(2- ¢S5)15 =        
135 = 9 ×15 = 2(2- 5)15 =

¢U
¢S|

1= ¢S  
     

1تدريب 

.
¢U
¢S|

1= ¢S  
   óéa , 2¢S2 - 3 = ´ ,  ´3+ 2́  = ¢U ¿Éc GPEG

مثال  (٣)

. ¢U
¢S  óéa ,3(2¢S - 5) = ¢U ¿Éc GPEG

الحل
.3́  = ¢U :¬æeh  ,  2¢S - 5 = ´ ¿CG ¢VôaG

¢S2- =
 

´
¢S     ,  2́ 3 =

  
¢U
´   ∴

´
¢S  ×

 
¢U
´   =  ¢U

¢S       
¢S2- × 2́ 3  = 

2́  ¢S6-  = 
.2(2¢S - 5) ¢S6-  = 

   (2) IóYÉ≤dG
:¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG `g ,Év«≤«≤M G kOóY ¿ , ¿((¢S) `g)  = ¢U ¿Éc GPEG

.(¢S) n `g ×1-¿((¢S) `g) ¿  =  ¢U
¢S  
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مثال  (٤)

:»JCÉj É‡ πµd  ¢U
¢S  óL

1- = ¢S ÉeóæY 3(7 - ¢S2) = ¢U (2                       3(2¢S - 5) = ¢U  (1

الحل

¢S 2- × 2(2¢S - 5)3 =
 
 ¢U

¢S   (1
2(2¢S - 5) ¢S 6- =          

2 × 2(7 - ¢S2)3 =
   

¢U
¢S  (2

2(7 - ¢S2)6 =          
2(7 - 2- )6 = ¢U

¢S|
1- = ¢S

     

486 = 2(9-) × 6 =     

2تدريب 

. ¢U
¢S  óéa  ,2-(5 + ¢S4 + 2¢S) = ¢U ¿Éc GPEG

مثال  (٥)

:»JCÉj É‡ πµd   
¢U
¢S   óL

3 + 2¢S 3  = ¢U (2                1- < ¢S  , 1 + 3¢S  = ¢U (1

الحل

                           
1
2(1 + 3¢S) = ¢U (1

2¢S3 × 
1-
2(1 + 3¢S)

 
1
2   =

  
¢U
¢S       
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2¢S3

 
1
2(1 + 3¢S)2

  =   

1
3(3 + 2¢S) = ¢U (2

¢S2 × 
2-
3(3 + 2¢S)

 
1
3   = 

 
¢U
¢S       

¢S2
  

2
3(3 + 2¢S)3  

 =          

3تدريب 

.»©«HÎdG Qò÷G ¿GÎbG á≤à°ûe :(3) IóYÉ≤dG
:¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG `g ,0< (¢S) `g , (¢S) `g  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

. Qò÷G πNGO Ée á≤à°ûe 
¬°ùØf Qò÷G × 2   

= 
 

(¢S)n `g
(¢S) `g  2

  = (¢S)n¥ 

. 
¢U
¢S  óéa  , 3 + ¢S - 2¢S   = ¢U ¿Éc GPEG  (1

. 
¢U
¢S  óéa , ¢S - 2 3  = ¢U ¿Éc GPEG  (2

4تدريب 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM
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:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL  (1
9 - 3¢S4 = ´ , 1 + ´  = ¢U  (  CG 

1
4  = ¢S ÉeóæY  ¢S8 = ∫  ,          3∫ = ¢U  (Ü

:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL  (2
1 + 2¢S2   = ¢U  (   CG

 3-(2¢S + 3)  = (¢S)¥  (Ü
3(1 + ¢S4)  =  (¢S)Ω  (`L

2(3¢S5 - 5)4-¢S  = (¢S)¥  (  O
 4(¢S5 - 9) (2-¢S7 + ¢S)  = ¢U  (`g

:É¡æe πc AGREG áæ«ÑŸG ¢S áª«b óæY »JCÉj É‡ πµd  n¢U óL (3
0 = ¢S  ,                         2¢S3 + 5  = ¢U  (   CG

1- = ¢S  ,                  2-(3¢S3 -1) 5- = ¢U  (Ü
1 = ¢S  ,         2(3¢S4 - 2) (3 -  2¢S) = ¢U  (`L
2 = ¢S  ,       2¢S 4 = Ω , 2- Ω3 + 2Ω = ¢U  (  O

ا�سئلة
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É kãdÉKمشتقات الاقترانات المثلثية

.(¢S)n¥ óéa ,(5 + 2¢S)ÉX = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

Derivatives of Trigonometric 
Functions 

 á°UÉN óYGƒb ΩGóîà°SG  Öéj ,(5 + 2¢S)ÉL = (¢S)¥ ¿GÎb’G πãe ¿GÎbG  á≤à°ûe OÉéjE’
.óYGƒ≤dG √òg ¢†©H ¢SQódG Gòg ‘ ±ô©àà°S Gòd ;á«ã∏ãŸG äÉfGÎb’G á≤à°ûÃ

.á«ã∏ãŸG äÉfGÎb’G á≤à°ûe :(1) IóYÉ≤dG

.¢SÉàL  = (¢S)n¥ ¿EÉa  ,    ¢SÉL = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1
.¢SÉL -  = (¢S)n¥ ¿EÉa  ,   ¢SÉàL = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

.¢S2Éb  = (¢S)n¥ ¿EÉa  ,    ¢SÉX = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3

مثال  (١)

. ¢U
¢S  óéa ,¢SÉàL - ¢SÉX2 = ¢U ¿Éc GPEG

الحل

(¢SÉL -) - ¢S2Éb 2 =
  

¢U
¢S

.¢SÉL + ¢S2Éb 2 =             

. 1
¢SÉàL   = ¢SÉb  , ¢SÉL

¢SÉàL   = ¢SÉX :¿CG É k≤HÉ°S âª∏©J
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مثال  (٢)

:»JCÉj É‡ πµd 
 

¢U
¢S  óL

.¢SÉL4 -
  

¢SÉX
2   + ¢S2  = ¢U  (1

.¢SÉX2 - ¢SÉàL5 + ¢SÉL3 = ¢U  (2

الحل

.¢SÉàL 4 - ¢S2Éb
 

1
2   + 2 =

 
¢U
¢S  (1

.¢S2Éb2 - (¢SÉL -)5 + ¢SÉàL3 =
 

¢U
¢S  (2

.¢S2Éb2 - ¢SÉL5 - ¢SÉàL3 =                   

1تدريب 

:»JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL

.¢SÉX ¢SÉàL = ¢U   (2   .¢S2 + ¢SÉX + 2
¢SÉàL   = ¢U  (1

.¢SÉX 2¢S = ¢U   (4     .¢SÉàL ¢SÉL = ¢U  (3

 GPEG  ,øµdh .äÉfGÎb’G ¢†©H á≤à°ûe OÉéjEG  ‘ Ωóîà°ùoJ  »àdG  á∏°ù∏°ùdG  IóYÉb É k≤HÉ°S  âª∏©J
 IóYÉb ΩGóîà°SG  ∂æµÁ ∞«µa ,(3) ∫ÉãŸG  ‘ Éªc ÉkfGÎbG  πã“ »ã∏ãŸG  ¿GÎb’G ‘ ájhGõdG  âfÉc

?¿GÎb’G Gòg á≤à°ûe OÉéjEG ‘ á∏°ù∏°ùdG
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مثال  (٣)

. ¢U
¢S  óéa , (1 + 2¢S5)ÉL = ¢U ¿Éc GPEG

الحل
.´ÉL = ¢U :¬æeh , 1 + 2¢S5 = ´ ¿CG ¢VôaG

¢S10 =
  

´
¢S   ,  ´ÉàL =

  
¢U
´

´
¢S  ×

 
¢U
´   =

  
¢U
¢S

¢S10 × ´ÉàL =   
.(1 + 2¢S5) ÉàL ¢S10 =   

:á«JB’G IóYÉ≤dG ´ÉÑJÉH ≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG πM øµÁ

 .(2) IóYÉ≤dG

:¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG  `g  ,((¢S) `g)ÉL = ¢U ¿Éc GPEG  (1

.((¢S) `g)ÉàL (¢S)n `g =
  

¢U
¢S

:¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG  `g  ,((¢S) `g)ÉàL = ¢U ¿Éc GPEG  (2

.((¢S) `g)ÉL (¢S)n `g -  =
  

¢U
¢S

:¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG  `g  ,((¢S) `g)ÉX = ¢U ¿Éc GPEG  (3

.((¢S) `g)2Éb (¢S)n `g  =
  

¢U
¢S
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مثال  (٤)

:»JCÉj É‡ πµd (¢S)n¥ óL
.¢S24ÉL = (¢S)¥ (2                         .(1 + ¢S5 + 2¢S)ÉX = (¢S)¥ (1

الحل
(5 + ¢S2) × (1 + ¢S5 +  2¢S)2Éb  = (¢S)n¥  (1
.(1 + ¢S5 +  2¢S)2Éb  (5 + ¢S2)  =         

4(¢S2ÉL)  = (¢S)¥  (2
¢S2ÉàL2 × 3(¢S2ÉL)4  = (¢S)n¥

.¢S23ÉL ¢S2ÉàL8  =                 

2تدريب 

:»JCÉj É‡ πµd
  

¢U
¢S   óL

.¢S3ÉX  = ¢U (1
.(1 + ¢S5)ÉX - ¢S2ÉL + ¢S4ÉàL2 = ¢U (2

مثال  (٥)

:»JCÉj É‡ πµd  ¢U
¢S  óL

.(1 +  2¢S)ÉX ¢S  = ¢U  (1
.(2¢S - 3)ÉL  2¢S  = ¢U  (2
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الحل
:ÚfGÎbG ÜöV á≤à°ûe IóYÉb ≥sÑ£oJ

1 × (1 + 2¢S)ÉX + ¢S2 × (1 + 2¢S)2Éb × ¢S  =
  

¢U
¢S   (1

.(1 + 2¢S)ÉX + (1 + 2¢S)2Éb 2¢S2  =          

?(GPÉŸ)  ¢S2 × (2¢S - 3)ÉL + ¢S2- × (2¢S - 3)ÉàL × 2¢S =
  

¢U
¢S  (2

.(2¢S - 3)ÉL ¢S2 + (2¢S - 3) ÉàL 3¢S2-  =          

3تدريب 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

فكر وناقش 

:»JB’G ƒëædG ≈∏Y (2¢S + 5)3ÉX = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈HQ râ s≤à°TG
.≈HQ áHÉLEG áë°U ¢û pbÉf .(2¢S + 5)2Éb (2¢S + 5)3ÉX 3 = (¢S)n¥
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ا�سئلة

:»JCÉj É‡ πµd 
 

¢U
¢S   óL

.¢SÉL2¢S  = ¢U  (  CG 

.
 

¢SÉL
1 + ¢SÉàL   = ¢U  (Ü

.¢SÉX - ¢SÉàL 2¢S5  = ¢U  (`L
. 2(1 + 2¢S) + ¢SÉX ¢S  = ¢U  (  O
.¢SÉàL + ¢S3 2ÉX  = (¢S) `g  ( `g

.6(¢S2ÉàL)  = ¢U  ( h 
.(5 + ¢S3)ÉL  = ¢U  ( R 

.2¢S2ÉX - ¢S3ÉàL - ¢S4ÉL3  = ¢U  ( ì
.2-(¢SÉàL - ¢SÉL)  = ¢U  ( •

.(¢SÉàL - 1) ¢S2ÉL  = ¢U  ( …
.¢SÉX 3(¢SÉL ¢S)  = ¢U  ( ∑
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É k©HGQالمشتقات العليا

.(¢S)n n¥ óéa , ¢SÉL 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

Higher Order Derivatives

 ≈ qª°ùoJ (¢S)n¥ = n¢U =
 

¢U
¢S  ¿EÉa ,¢S ≈dEG áÑ°ùædÉH ¥É≤à°TÓd kÓHÉb (¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG

 .¢S ≈dEG áÑ°ùædÉH ¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG

 ,¢S  ‘ ¥É≤à°TÓd  kÓHÉb  ¿ƒµj  ó≤a  Gòd  ;¢S  Ò¨àŸG  ≈∏Y  óªà©j  ¿GÎbG  ƒg  (¢S)n¥  ¿CG  ß pM’
 ,(¢S)¥ ¿GÎbÓd á«fÉãdG á≤à°ûŸG  ≈ qª°ùoJ  (¢S)n¥ =  n¢U ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG á≤à°ûe ¿EÉa mòFóæYh

.(¢S)n n¥  :hCG n n¢U :hCG , ¢U 2

2¢S  :õeôdÉH É¡«dEG õ neôojh

.( CG )n n¥ =
 CG = ¢S

| n n¢U  =
¢U 2

2¢S|
CG = ¢S

 :õeôdÉH CG = ¢S ÉeóæY á«fÉãdG á≤à°ûŸG áª«b ≈dEG õ neôojh

.( (¢S) n n n¥  =  n n n¢U  = ¢U 3

3¢S ) :õeôdÉH áãdÉãdG á≤à°ûŸG ≈dEG õeôf ,á¡HÉ°ûe IQƒ°üHh

.á«fÉãdG á≤à°ûŸG OÉéjEG ≈∏Y §≤a π°üØdG Gòg ‘ õ uc oÔ°Sh ,á«fƒædG á≤à°ûŸG ≈àMh ,á©HGôdG á≤à°ûŸG Gòch

مثال  (١)

.(¢S)n n¥ óéa , 3¢S7 - 2¢S5 + ¢S - 3 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل
.2¢S21 - ¢S10 + 1-  = (¢S)n¥

.¢S42 -10 = (¢S)n n¥

مثال  (٢)
:»JCÉj É‡ πµd á«fÉãdG á≤à°ûŸG óL

¢SÉàL2 + ¢SÉL ¢S = ¢U (2                      2- = ¢S ÉeóæY  1 + ¢S2 - 4¢S6 = (¢S)¥ (1
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الحل
2 - 3¢S24 =  (¢S)n¥  (1

2¢S72 =  (¢S)n n¥
                               288 = 4 × 72 =2(2-)72 = (2-)n n¥

  (¢SÉL -)2 + (¢SÉL + ¢SÉàL × ¢S)  =  n¢U  (2
¢SÉL2 - ¢SÉL + ¢SÉàL ¢S  =    

¢SÉL - ¢SÉàL ¢S  =    
      ¢SÉàL - ((¢SÉàL + (¢SÉL -) × ¢S)  =  n n¢U

¢SÉàL - ¢SÉàL + ¢SÉL ¢S -  =    
.¢SÉL ¢S -  =    

1تدريب 

:»JCÉj É‡ πµd 
 

¢U2

2¢S  óL

 5- = ¢S ÉeóæY ,
 

5
¢S  = ¢U  (3       0< ¢S å«M , ¢S  = ¢U (2       ¢SÉàL + 2¢S = ¢U  (1

مثال  (٣)

 :óéa , 7 + ¢S2 -
 

2¢S
2  

+
 

3¢S
3   = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

.á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉØ°UCG (2                  .≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉØ°UCG  (1

الحل
2 - ¢S + 2¢S = (¢S)n¥  (1

0 = (¢S)n¥
 0 = 2 - ¢S + 2¢S
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الحل
 2¢S Ü3- ¢SCG2 = (¢S)n¥

7  =  (1)n¥
(1) .....................  7 = Ü3 - CG2

¢S Ü6 - CG2 = (¢S)n n¥
10 = (0) n n¥

5 = CG :¬æeh  ,10 = CG2
7 = Ü3 - 5×2   :(1) ádOÉ©ŸG ≈dEG ´ƒLôdÉH
7 =  Ü3 - 10                

1 = Ü :¬æeh , 3- =  Ü3 -                       

مثال  (٤)

.Ü , CG :ÚàHÉãdG º«b óéa ,10= (0)n n¥ ,7 = (1)n¥ ¿Éch ,3 + 3¢S Ü - 2¢S CG = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

2تدريب 

.G kôØ°U = (1) n n¥ π©Œ »àdG CG âHÉãdG (º«b) áª«b óéa ,  2¢S12 - 3¢S2CG  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

1 = ¢S  , 2- = ¢S ← 0 = (1 - ¢S) (2 + ¢S)
.{1 ,2-} ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉØ°UCG ∴

1 + ¢S2 = (¢S)n n¥  (2
0 = (¢S)n n¥

0 = 1 + ¢S2
1-
2   = ¢S :¬æeh , 1-  = ¢S2

.{ 2 } á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉØ°UCG ∴1-
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ا�سئلة

:á«JB’G äÉfGÎbÓd á«fÉãdG á≤à°ûŸG óL  (1
(¢S5 - 8 ) (5 - 4¢S2) = (¢S)¥  (   CG

1 = ¢S ÉeóæY ,(¢S2 - 1) 3¢S = ¢U  (Ü
¢SÉàL2 = (¢S) `g  (`L

2- = ¢S ÉeóæY , (1- ¢S)  2¢S = (¢S)¥  (  O
.¢SÉàL ¢S2ÉL = (¢S)¥  (`g

0 = ¢S ÉeóæY ,
 

2
¢S4 - 1  = (¢S)¥  ( h

(1 - ¢S2)ÉL = (¢S)¥  ( R

.Ü ,CG º«b óéa ,36 = (1)n n¥ ,4 = (0)n¥ ¿Éch ,1 + ¢S Ü2 - 3¢SCG3 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

.Ü ,CG º«b óéa ,102 = (2)n n¥ ,21 = (1)n¥ ¿Éch ,3 - 2¢S Ü - 3¢SCG = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3

.(¢S)¥6 + (¢S)n n¥ óéa ,¢S2ÉàL = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (4

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (5
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أسئلة الوحدة

:óéa ,2 = 2¢S ≈dEG 1 = 1¢S øe ¢S äÒ¨Jh , 1
2¢S  

 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1
.¥ ¿GÎb’G ‘ Ò¨àdG QGó≤e  (  CG 
.¥ ¿GÎb’G ‘ Ò¨àdG ∫ó©e  (Ü

 øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY (1-) …hÉ°ùj ¥ ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e ¿Éch ,
 

CG
2 + ¢S  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

.CG âHÉãdG áª«b óéa , 3 ≈dEG ôØ°U

 ‘ º«°ùé∏d  á£°SƒàŸG  áYöùdG  Ö°ùMG  .¿4 + 2¿ = (¿)± ábÓ©dG  Ö°ùM º«°ùL ∑ôëàj  (3
.]5 ,1] á«æeõdG IÎØdG

 ≈dEG (¢S) øe ¢S Ò¨àJ ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G áª«b ‘ Ò¨àdG QGó≤e ¿Éch ,(¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG  (4
.(2)n¥ óéa ,2`g ¢S8 + `g 2¢S5 = ¢U Δ :ƒg (`g + ¢S)

 ≈æëæe  πãÁ  …òdG  (5-2)  πµ°ûdG  ≈∏Y  G kOÉªàYG *(5
:»JCÉj É‡ vÓc óL ,¥ ¿GÎb’G

.π°üàe ÒZ ¥ ¿GÎb’G π©Œ »àdG ¢S º«b (  CG 
.]4 ,2] IÎØdG ‘ ¥ ¿GÎbÓd Ò¨àdG ∫ó©e (Ü

 ∞jô©J ΩGóîà°SÉH »JCÉj É‡ πµd ≈dhC’G á≤à°ûŸG óL  (6
:á≤à°ûŸG

¢S5 - 3  = (¢S)¥  (  CG 
1 + 2¢S2 = (¢S) `g  (Ü

2- ≠ ¢S å«M  ,
 

1
2 + ¢S  = (¢S)∫  (`L

.(5–2) πµ°ûdG 
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.á«dhódG äGQÉÑàN’G á∏Ä°SCG øe ∫GDƒ°ùdG (*)

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5

4

3

3

11`
2`
3`

2`3`4`
1

(¢S)¥
5
6
7
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 2- ≤ ¢S å«M , 4 + ¢S2   = (¢S) Ω  ( O
3 = ¢S ÉeóæY   , ¢S4- 2¢S  = (¢S)¥  (`g

2 = ¢S ÉeóæY ,
 

3
2  ≤ ¢S å«M , 3 - ¢S2   = (¢S)¥  ( h

:»JCÉj É‡ πµd
  

¢U
¢S   óL  (7

 2¢S5 + 3¢S   = ¢U   (  CG 

1- ≤ ´ å«M , ¢S2 - 1 = ´ , 1 + ´   = ¢U  (Ü
¢S3ÉL 2¢S = ¢U  (`L

¢S25ÉL –
 

8
3 - ¢S2   = ¢U  ( O 

0 = ¢S ÉeóæY  , 3 + ¢S2 = Ω  , 1 + Ω2 -2Ω3 = ¢U  ( `g
 ¢SÉàL3 + 4   = ¢U  ( h

:»JCÉj É‡ πµd (¢S)n n¥ óL  (8
(¢S4 - 3) (2+ 2¢S) = (¢S)¥  (   CG

5(1 - ¢S2) = (¢S)¥  (Ü
5 - 3-¢S + ¢SÉàL2¢S = (¢S)¥  (`L

. (1)¥ - (1+ `g)¥
`g  É```````¡f

0←`g
 óéa ,3(1 - ¢S5) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (9

.G kôØ°U = (1-)n n¥ π©Œ »àdG  CG  âHÉãdG áª«b óéa ,¢S + 2¢SCG - 4¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (10

48 = (0)n n¥ π©Œ »àdG  CG  âHÉãdG (º«b) áª«b óéa  ,4(1-¢SCG) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (11

113
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1¢S áª«b óéa ,4 = (1¢S)n n¥ ¿Éch , 3(1 - ¢S2) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (12

 ó`éa ,2 = (2-)n `g , 1 = (2-) `g ,2- = ¢S ÉeóæY ¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG `g ¿Éc GPEG  (13
:»JCÉj É‡ πc ‘ (2-)n¥

.(¢S) `g × 6 + ¢S   = (¢S)¥ (   CG

.
 

(¢S) `g
¢S  -

 (¢S) `g  = (¢S)¥ (Ü

 ,πFGóH á©HQCG Iô≤a πµd ,Oó©àe øe QÉ«àN’G ´ƒf øe äGô≤a ™°ùJ øe ∫GDƒ°ùdG Gòg ¿ƒµàj  (14
:í«ë°üdG  πjóÑdG õeQ ∫ƒM IôFGO ™°V .í«ë°U §≤a É¡æe óMGh

:»g ¢SΔ ¿EÉa ,5 ≈dEG 3 øe ¢S áª«b äÒ¨Jh ,¢S3 - 4 = (¢S)¥ ¿CG âª∏Y GPEG (1)
3   ( O                   2   (`L                 2-   (Ü                      6-   ( CG 

 QGó≤e ¿EÉa ,4 = 2¢S ≈dEG 2 = 1¢S øe ¢S áª«b äÒ¨Jh ,2¢S = (¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG (2)
:…hÉ°ùj ¢U ‘ Ò¨àdG

12   ( O                  6   (`L                      2   (Ü                  12-   ( CG 

:…hÉ°ùJ (¢S)¥ - (`g+¢S)¥
`g  É```````¡f

0←`g
 ¿EÉa ,¢S3ÉL = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (3)

    ¢S3ÉàL  ( O         ¢S3ÉL3  (`L         ¢S3ÉàL3  (Ü            ¢S3ÉàL -  ( CG 

 :…hÉ°ùJ (3)n¥ ¿EÉa ,
 

3
¢S  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (4)

1  ( O               1-
9   (`L                 1-

3    (Ü                      1-  ( CG 
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:…hÉ°ùJ  (2)¥ - (`g +2)¥
`g  É```````¡f

0←`g
 ¿EÉa ,8 + 3¢S = (¢S) ¥ ¿Éc GPEG (5)

20  ( O                     16  (`L                    8  (Ü                   12  ( CG
:…hÉ°ùJ (¢S)n¥ ¿EÉa ,ÉkàHÉK G kOóY `L ¿Éch ,¢S2̀ L = (¢S) ¥ ¿Éc GPEG (6)

¢S2  ( O                     2̀ L  (`L                 `L2  (Ü            ¢S `L2  ( CG
:…hÉ°ùj (12,2) , (3,1-) :Úà£≤ædÉH QÉŸG ™WÉ≤dG π«e ¿EÉa ,2¢S3 = (¢S) ¥ ¿Éc GPEG (7)

 1
3   ( O                    3-  (`L                     3  (Ü                 1-

3   ( CG

 (1)n `g × ¥) ¿EÉa ,1 = (1) n `g ,2- = (1)n¥ ,3 = (1) `g ,2 = (1)¥ ¿Éc GPEG (8)
:…hÉ°ùj

4-  ( O                     8-  (`L                     4  (Ü                     8  ( CG
:…hÉ°ùJ (3)n `g ¿EÉa ,5 = (3)n¥ , 6  = (3)¥ ,(¢S)¥ * 2¢S = (¢S) `g ¿Éc GPEG (9)

36  ( O                    45  (`L                  11  (Ü                   81  ( CG
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الوحدةالوحدةالوحدةالوحدةالوحدةالوحدة
تطبيقات التفاضلالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـةالثـالثـة

3

 óYGƒbh á≤à°ûª`dG âaô©J ¿CG ó©H
 ,á≤HÉ``°ùdG IóMƒdG »```a ¥É≤`à``°T’G
 á≤à°ûŸG Ωóîà°ùJ ∞«c ¿B’G ±ô©àà°S
 ¢†©ÑH ≥∏©àJ áYƒæàe π``FÉ°ùe πM ‘
 ,á«°Sóæ¡dGh  ,á``«FÉjõ«ØdG äÉ``≤«Ñ£àdG
 ∞«c É k°†jCG  ±ô©àà°Sh .ájOÉ°üàb’Gh
 ¿GÎb’G ≈æëæe ójGõJ OÉ``éjEG øµª`j
 á``≤à°ûe  ≈``∏Y  G kOÉ``ªàYG  ¬``°übÉæJh
 ¿GÎb’G º«b ójó–h ,≈dhC’G ¿GÎb’G
 ,(iô``¨°üdG  ,≈``ª¶©dG)  iƒ``°ü≤dG
 º«≤dÉH ≥``∏©àJ á``«∏ªY πFÉ°ùe π``Mh

 .iƒ°ü≤dG

¢S
 

¢U
 

((1`L)¥ ,1`L)

((2`L)¥ ,2`L)

(( 3`L)¥,3`L)

((4`L)¥ ,4`L)

1± 3±

4±
1`L 3`L 4`L2`L

2±

116
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 Applications of Differentiation

:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg á°SGQO ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj
 ≈æëæŸ ¢SÉªŸG á`dOÉ©eh π«ª`dG OÉé`jEG  IQÉ¡e ÜÉ°ùàcG  •

.¿GÎb’G

  ,´QÉ°ùàdGh , áYöùdGh , áaÉ°ùŸG ≈∏Y á«≤«Ñ£J πFÉ°ùe πM  •
.πë`dG G kQuÈ oe

 á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa ójó–  •
.≈dhC’G

 ,≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH iƒ°ü≤dG º«≤dG ójó–  •
.á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNGh

.iƒ°ü≤dG º«≤dG ≈∏Y á«≤«Ñ£J πFÉ°ùe πM  •

117
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Geometric and Physical Interpretation of the Derivative
التفسير الهندسي والفيزيائي للمشتقة الفصل

الأول

.Év«°Sóæg ≈dhC’G á≤à°ûŸG öùØJ 
.¢SÉªŸG ádOÉ©e OÉéjEG øª°†àJ πFÉ°ùe πM ‘ »°Sóæ¡dG á≤à°ûŸG Ò°ùØJ ∞XƒJ 

.Év«FÉjõ«a á«fÉãdGh ≈dhC’G :Úà≤à°ûŸG öùØJ 
.á«∏ªY πFÉ°ùe πM ‘ »FÉjõ«ØdG á≤à°ûŸG Ò°ùØJ ∞XƒJ 

äÉLÉàædG

k’hCGالتفسير الهندسي

 ,¥ ¿GÎb’G ≈æëæe (1-3) πµ°ûdG πãÁ
 (2¢U ,2¢S)Ü ,(1¢U ,1¢S)CG :Ú`à`£≤`æ`dGh
 ‘ ∂`dP  óªàYG  .¥ ≈æëæe  ≈∏Y Ú`à`©bGƒ`dG

:»JCÉj ÉªY áHÉLE’G
? ÜCG  ™WÉ≤dG π«e Ée  ( 1

 GPÉe  .CG  √Éé`JÉH  Ü á£≤ædG  ∂jôëàH  CGó`HG  (2
?œÉædG ™WÉ≤dG ≈∏Y ßMÓJ

 ,1Ü ´É°VhC’G òNCÉàd CG á£≤ædG øe káHÎ≤e (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ≈∏Y Ü á£≤ædG ∂jô– ¿EG
 ≈æëæª∏d ¢SÉªŸG ™°Vh øe ÉkHÎ≤e ..., 2ÜCG , 1ÜCG  ´É°VhC’G òNCÉj ÜCG  ™WÉ≤dG π©éj .... ,2Ü
 óæY ≈æëæŸG ¢SÉ‡ ≈∏Y ÜCG  ™WÉ≤dG ≥Ñ£æj ≈àM ( CG ) ≈∏Y (Ü) ≥Ñ£æJ ¿EG Éeh ,( CG ) á£≤ædG óæY

.CG á£≤ædG

Geometric Interpretation

.(1–3) πµ°ûdG 

¢S

¢S ¢S
 ¢S

∆

 2

  2
3

¢U
 

¢U
 

  2

1

1

¢S1¢U1
¢U1 )CG,(

¢S 2¢U 2 ) Ü,(
Ü

Ü
Ü

(¢S)¥

¢U∆
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(١) 

(٢) 

مثال 

مثال 

2- =¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e óéa ,5+¢S6 - 3¢S  = (¢S)¥ =¢U ¿Éc GPEG

2 = ¢S ÉeóæY ¢SÉªŸG ádOÉ©e óéa ,(4 - ¢S3) (1 + ¢S2) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل

الحل

                                                    6 - 2¢S3 = (¢S)n¥
(2-)n¥ …hÉ°ùj 2- = ¢S ÉeóæY ¢SÉªŸG π«e

                                                6 = 6- 2(2-)3 = (2-)n¥ ∴

(2)n¥ = ¢SÉªŸG π«e
                         (2) (4 - ¢S3) + (3) (1 + ¢S2) = (¢S)n¥

(2) (2) + (3) (5) = (2)n¥
 19 = ¢SÉªŸG π«e ∴

 Ü á£≤ædG ÜÎ≤J ÉeóæY ÜCG  ™WÉ≤dG π«e ájÉ¡f = (1¢U ,1¢S)CG á£≤ædG óæY ¢SÉªŸG π«e ¿EG …CG
.CG á£≤ædG øe

 ,á£≤ædG  √òg  óæY  ≈æëæª∏d  Ò¨àdG  ∫ó©e  ájÉ¡f  =  (1¢U  ,1¢S)CG  á£≤ædG  óæY  ¢SÉªŸG  π«e  ∴
.CG á£≤ædG óæY ≈æëæŸG π«e  É k°†jCG ≈ qª°ùojh ,(1¢S)n¥ …hÉ°ùjh

.(2- ,2 ) á£≤ædG óæY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e óéa ,¢S3 -  2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG
1تدريب 
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.((2)¥ ,2) á£≤ædG OÉéjEG Öéj ,¢SÉªŸG ádOÉ©e OÉéjE’
                                    10 = (2) (5) = (2)¥

.(10,2) ¢SÉªàdG á£≤f ∴
 ,¢SÉ`ªàdG á``£≤f »g (1¢U ,1¢S) á£≤ædG å«M ,(1¢S - ¢S) Ω = 1¢U - ¢U :»g ¢SÉªŸG ádOÉ©e

.(1¢S)n¥ = Ω
.(2- ¢S)19 = 10 - ¢U :»g ¢SÉªŸG ádOÉ©e ,¬æeh

 28 - ¢S19 = ¢U ∴

مثال  (٣)

 …hÉ°ùj 2 = ¢S ÉeóæY ¢SÉªŸG π«e ¿Éch ,âHÉK OóY CG å«M ,5 + ¢S2 +2¢SCG = (¢S)¥ ¿Éc GPEG
?CG âHÉãdG áª«b Éªa ,18

الحل
(2)n¥ = ¢SÉªŸG π«e

                                                             2 + ¢SCG2 =       (¢S)n¥
                                                          2 + (2) CG2 =        (2)n¥
                                                                 2 + CG4 =           18

 4 =      CG :¬æeh

1 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG ádOÉ©e óéa ,2(1 + 2¢S) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

2تدريب 
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:É¡æe πc AGREG áæ«ÑŸG ¢S º«b óæY á«JB’G äÉ«æëæŸG øe πµd ¢SÉªŸG ádOÉ©e óL  (1
 2 = ¢S    ,        5 + ¢S3 =  (¢S)¥ (   CG
 1 = ¢S      ,                1- ¢S3 + 2¢S  =  (¢S)¥ (Ü

G kôØ°U = ¢S      ,     (1 +  2¢S) (4- ¢S2)  =  (¢S)¥ (`L

1 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG ádOÉ©e óéa , 2+¢S2
1+ 2¢S   = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

 3 = ¢S ÉeóæY ≈æëæŸG π«e ¿Éch ,âHÉK OóY CG å«M ,3 - ¢S4+ 2¢SCG = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3
.CG âHÉãdG áª«b óéa ,22 …hÉ°ùj

1 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd ≈æëæŸG π«e óéa ,2¢S4 + 5¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (4

 á````£≤ædG ó```æY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉ```ªŸG ádOÉ©e óéa ,4(2 - 2¢S3) = (¢S)¥ ¿É```c GPEG  (5
.((1-)¥ ,1-)

ا�سئلة
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≤±∪<>↔⊇∞ ø∅ ⊃≠ ≥≥

É k«fÉKالتفسير الفيزيائي

 ,6 + ¿4 - 2¿30 = (¿)± :¿GÎb’ÉH Éka sô© oe ¿ á¶ë∏dG ‘ É¡©bƒe ¿Éch ,IQÉ«°S âcô– GPEG
 4 Qhôe ó©H IQÉ«°ùdG áYöS óéa ,ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ ,QÉàeC’ÉH IQÉ«°ùdG É¡©£≤J »àdG áaÉ°ùŸG ± å«M

.ácô◊G AóH øe m¿GƒK

 :πãe ,á«æeR IÎa ‘ º«°ù÷ á£°SƒàŸG áYöùdG óŒ ∞«c á«fÉãdG IóMƒdG ‘ âª∏©J

?IÎØdG √òg ∫ÓN Ée á¶◊ óæY º«°ù÷G Gòg áYöS ÜÉ°ùM ∂æµÁ ∞«c ,øµdh .]2¿,1¿ ]

.(áYöùdG) á«¶ë∏dG áYöùdG º°SÉH áYöùdG √òg ±ô©oJ

Physical Interpretation

تعريف

 (áYöùdG) á«¶ë∏dG áYöùdG ¿EÉa ,(¿)± =∫ ábÓ©dÉH ¿ á¶ë∏dG ‘ ¬©bƒe Oó–h ,º«°ùL ∑ô– GPEG
.(¿) n± = (¿)´ å«M ,(¿)´ »g ¿ á¶ë∏dG ‘

مثال  (١)

 ≈£©e ¬àcôM AóH  øe á«fÉK  ¿  ó©H  QÉàeC’ÉH  π°UC’G  á£≤f  øY √ó r©oH  ¿Éc å«ëH º«°ùL ∑ô– GPEG
. m¿GƒK 3 Qhôe ó©H º«°ù÷G áYöS Ö°ùMÉa ,5 + 2¿3 + 3¿ = (¿)± :ábÓ©dÉH

الحل
 5 +2¿3 + 3¿ = (¿)± áaÉ°ùŸG

 ¿6 + 2¿3 = (¿) n± = (¿)´ áYöùdG ∴
.ç/Ω45 =18 + 27 = (3)6 + 2(3)3 = (3) ´ = m¿GƒK (3) Qhôe ó©H áYöùdG ¿EÉa Gò¡dh
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:ábÓ©dÉH ≈£©e á«fÉK ¿ ó©H QÉàeC’ÉH π°UC’G á£≤f øY √ó r©oH ¿Éc å«ëH º«°ùL ∑ô– GPEG
.ácô◊G AóH øe Úà«fÉK Qhôe ó©H º«°ù÷G áYöS Ö°ùMÉa  ,2 + ¿3 - 2¿3 = (¿)±

1تدريب 

.»¶ë∏dG ´QÉ°ùàdG á«fÉãdG á≤à°ûŸG ≈∏Y á«FÉjõ«ØdG äÉ≤«Ñ£àdG øe

تعريف

 ´QÉ°ùàdG ¿EÉa ,º«°ù÷G É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG ± å«M ,(¿)± = ∫ :ábÓ©dG ≥ah º«°ùL ∑ô– GPEG
.(¿) n n± = (¿) n´ = (¿)ä ƒg ¿ á¶ë∏dG ‘ (´QÉ°ùàdG) º«°ùé∏d »¶ë∏dG

مثال  (٢)

 º«°ù÷G  É¡©£≤j  »àdG  áaÉ°ùŸG  ±  å«M  ,2(1  +  2¿2)  =  (¿)±  :ábÓ©dG  ≥ah  º«°ùL  ∑ôëàj
.ácô◊G AóH øe IóMGh á«fÉK Qhôe ó©H º«°ù÷G ´QÉ°ùJ óL .ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ ,QÉàeC’ÉH

الحل
 2(1 + 2¿2) = (¿)± áaÉ°ùŸG

(¿4)(1 +  2¿2)2 = (¿) n± = (¿)´ áYöùdG
(1 + 2¿2)¿8 = (¿)´            

              (8)(1 + 2¿2) + (¿4)(¿8) = (¿) n´ = (¿)ä = ´QÉ°ùàdG
:…hÉ°ùj IóMGh á«fÉK Qhôe ó©H ´QÉ°ùàdG ¿EÉa Gò¡dh

.2ç/Ω56 = 24 + 32 = (8)(3) + (4)(8) = (1)ä

 º«°ù÷G É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG ± å«M ,6 + 2¿4 + 3¿2 = (¿)± :ábÓ©dG ≥ah º«°ùL ∑ôëàj
.ácô◊G AóH øe Úà«fÉK Qhôe ó©H º«°ù÷G ´QÉ°ùJ óL .ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ ,QÉàeC’ÉH

2تدريب 
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 Ωó©æj  ÉeóæY  º«°ù÷G  áYöS  Ö°ùMG  .2  + 2¿3  - 3¿2  =  (¿)±  :ábÓ©∏d  É k≤ah  º«°ùL  ∑ôëàj
.¬YQÉ°ùJ

3تدريب 

مثال  (٣)

 ,QÉàeC’ÉH áaÉ°ùŸG ± å«M ,º«°ùL É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG »g   ¿15 + 2¿9 - 3¿ = (¿)± âfÉc GPEG
.¬àYöS É¡«a Ωó©æJ »àdG á¶ë∏dG ‘ º«°ù÷G ´QÉ°ùJ Ö°ùMÉa ,ÊGƒãdÉH øeõdG ¿

الحل
:…hÉ°ùJ áYöùdG ¿EÉa , ¿15 + 2¿9 - 3¿ = (¿)± áaÉ°ùŸG ¿CG ÉÃ

 15 + ¿18 -2¿3 = (¿) n± = (¿)´
 0 = (¿)´ :¿EÉa ,áYöùdG Ωó©æJ ÉeóæY

                                         0 = 15 + ¿18 - 2¿3
0 = 5 + ¿6 - 2¿

                                                           0 = (1 - ¿) (5 - ¿)
1 = ¿ , 5 = ¿ :¬æeh

:5 = ¿ ÉeóæY ´QÉ°ùàdG áª«b ó‚ å«M ,18 - ¿6 = (¿  n´= (¿)ä ´QÉ°ùàdG
.2ç/Ω12 =18 -30=18 - (5)6 = (5)ä

:1 = ¿ ÉeóæY ´QÉ°ùàdG áª«b ó‚h
.2ç/Ω12-  = 18 - (1)6 = (1)ä

فكر وناقش 
?(3) ∫ÉãŸG ‘ áÑdÉ°ùdG ´QÉ°ùàdG IQÉ°TEG ád’O Ée
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1 (:óéa ,á«fÉK ¿ ó©H QÉàeC’ÉH º«°ùL É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG »g 2¿3 + 3¿ = (¿)± âfÉc GPEG
.ácô◊G AóH øe Úà«fÉK Qhôe ó©H áYöùdG  (  CG 

.ç/Ω9 áYöùdG ¿ƒµJ ÉeóæY ´QÉ°ùàdG  (Ü

2 ( ≈£©e ácô◊G AóH øe á«fÉK ¿ ó©H QÉàeC’ÉH π°UC’G á£≤f øY √ó r©oH ¿Éc å«ëH º«°ùL ∑ô– 
 ¬àYöS …hÉ°ùJ ] CG ,0] á«æeõdG IÎØdG ‘ á£°SƒàŸG ¬àYöS âfÉc GPEG .2¿2 = (¿)± :ábÓ©dÉH

.CG áª«b óéa , m¿GƒK 3 Qhôe ó©H á«¶ë∏dG

3 ( óéa  ,á«fÉK ¿ ó©H QÉàeC’ÉH º«°ùL É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG πãÁ 4 +3(2- ¿2) = (¿)± ¿Éc GPEG
.ácô◊G AóH øe m¿GƒK 4 Qhôe ó©H áYƒ£≤ŸG áYöùdG

 ¿Éch ,¬àcôM AóH øe á«fÉK ¿ ó©H QÉàeC’ÉH º«°ùL É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG (¿)± ¿GÎb’G πsãe GPEG  (4
?2ç/Ω4 ¬YQÉ°ùJ ¿ƒµj ÉeóæY º«°ù÷G Gòg áYöS Éªa ,5 + 2¿ - 3¿ = (¿)±

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (5

ا�سئلة
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Applications on  Derivatives
تطبيقات الاشتقاق الفصل

الثاني

.≈dhC’G á≤à°ûŸG ΩGóîà°SÉH ¿GÎbÓd ¢übÉæàdGh ójGõàdG ä’É› óŒ 
.iƒ°ü≤dG º«≤dG ójó– ‘ ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°ùJ 
.iƒ°ü≤dG º«≤dG ójó– ‘ á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°ùJ 

äÉLÉàædG

k’hCGالتزايد والتناقصIncreasing and Decreasing

¢S

¢U
 

CG Ü
¢S

¢U
 

CG Ü
¢S

¢U
 

CG Ü
.(2–3) πµ°ûdG .(3–3) πµ°ûdG .(4–3) πµ°ûdG 

?á≤HÉ°ùdG ∫Éµ°TC’G øe πc ‘ ¢S Ò¨àŸÉH ¢U Ò¨àŸG ábÓY á©«ÑW Ée

 ‘ G kójGõàe ¿GÎb’G ¿Éch ,¢U áª«b äOGR ¢S áª«b äOGR Éª∏c ¬fCG (2-3) πµ°ûdG øe ß pM’
.]Ü ,CG ] IÎØdG

 IÎØdG ‘ É k°übÉæàe ¿GÎb’G ¿Éch ,¢U áª«b â∏b ¢S áª«b äOGR Éª∏µa (3-3) πµ°ûdG ‘ ÉeCG
.]Ü ,CG ]

 ‘ ¿GÎb’G ¿ƒµjh ,áàHÉK ≈≤ÑJ ¢U áª«b ¿EÉa ¢S áª«b äÒ¨J Éª¡ªa (4-3) πµ°ûdG ‘ ÉeCGh 
.]Ü ,CG] IÎØdG ‘ ÉkàHÉK ádÉ◊G √òg
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تعريف

:¿EÉa , ]Ü ,CG]  2¢S ,1¢S ¿Éch , ]Ü ,CG ] IÎØdG ≈∏Y Éka sô© oe ¥ ¿GÎb’G ¿Éc GPEG
.1¢S<2¢S ÉeóæY (1¢S)¥ < (2¢S)¥ ¿Éc GPEG ]Ü ,CG] IÎØdG ‘ G kójGõàe ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G  (1
.1¢S<2¢S ÉeóæY (1¢S)¥ > (2¢S)¥ ¿Éc GPEG ]Ü ,CG] IÎØdG ‘ É k°übÉæàe ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G  (2

 1¢S ,2¢S º«≤d  (1¢S)¥ = (2¢S)¥ ¿Éc GPEG  ]Ü ,CG]  IÎØdG  ‘ ÉkàHÉK  ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G  (3
.É¡©«ªL

مثال  (١)

 äÉÑãdGh ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óL .ì ≈∏Y ±ô©ŸG ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãÁ (5-3) πµ°ûdG
                                   .¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ

الحل
 »æ©j Gògh ,]0 ,∞-) IÎØdG ≈∏Y ¢S º«b äOGR Éª∏c OGOõJ ¢U º«b ¿CG (5-3) πµ°ûdG øe ÚÑàj
 ¢S º«b äOGR Éª∏c ¬fCG É k°†jCG πµ°ûdG øe ÚÑàj .]0,∞-) IÎØdG ‘ G kójGõàe ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ¿CG
.]2 ,0] IÎØdG ‘ É k°übÉæàe ÉkfÎbG ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G ¿CG »æ©j Gògh ,]2 ,0] IÎØdG øª°V ¢U º«b â°übÉæJ

 ,»g Éªc ¢U º«b â«≤H (∞  ,2]  IÎØdG ‘ ¢S º«b äOGR Éª∏c ¬fCG  ≈dEG  ¬°ùØf πµ°ûdG Ò°ûj
.(∞,2]IÎØdG ‘ ÉkàHÉK ¥ ¿GÎb’G ¿ƒµ«a

2 ≥ ¢S  ,  2¢S - 9

2 < ¢S  ,       5                          } = (¢S)¥

.(5–3) πµ°ûdG 

¢S
 

¢U
 

2

5

9
(¢S)¥
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 IQÉ`°TEÉH  ¢übÉæàdGh  ó`jGõàdG  äGÎa  á`bÓY  áaô©Ÿ
 πãª`j …òdG (6-3) πµ`°ûdG ô¶`fG ,≈dhC’G á≤à°ûŸG

.¥ ¿GÎb’G ≈æëæe

 ¥ ¿GÎ`b’G  ¿Éc  GPEG  ¬`fCG  (6-3) πµ`°ûdG  ÚÑj
 ™æ°üj ¢SÉªŸG ¿C’ ;áÑLƒe ¿ƒµJ ¬à≤à°ûe ¿EÉa G kójGõàe
 ÉÃh .äÉæ«°ùdG QƒëŸ ÖLƒŸG √ÉŒ’G ™e IOÉM ájhGR
 ájhGõdG πXh ,ájhGõdG √òg πX …hÉ°ùj ¢SÉªŸG π«e ¿CG

.áÑLƒe ¿ƒµJ á≤à°ûŸG √òg ¿EÉa ,¢SÉªŸG π«e …hÉ°ùJ ¿GÎb’G á≤à°ûeh ,ôØ°U øe ÈcCG IOÉ◊G
 ™e áLôØæe ájhGR ™æ°üj ¢SÉªŸG ¿C’ ;áÑdÉ°S ¿ƒµJ ¬à≤à°ûe ¿EÉa É k°übÉæàe ¥ ¿GÎb’G ¿Éc GPEG ÉeCG
 øe πbCG  ƒgh áLôØæŸG  ájhGõdG  πX …hÉ°ùj  ¢SÉªŸG  π«e ¿CG  ÉÃh .äÉæ«°ùdG  QƒëŸ ÖLƒŸG  √ÉŒ’G

.áÑdÉ°S ¿ƒµJ á≤à°ûŸG √òg ¿EÉa ,¢SÉªŸG π«e …hÉ°ùJ ¿GÎb’G á≤à°ûeh ,(ÖdÉ°S) ôØ°U
.G kôØ°U …hÉ°ùj ¢SÉªŸG π«e ¿EÉa äÉæ«°ùdG QƒëŸ ÉkjRGƒe ¢SÉªŸG ¿Éc GPEG ÉeCGh

 :á«JB’G ájô¶ædG êÉàæà°SG øµÁ ,∂dP ≈∏Y kAÉæH

.(6 – 3 ) πµ°ûdG 

نظرية

 :¿EÉa ,(Ü ,CG) IÎØdG ≈∏Y ¥É≤à°TÓd kÓHÉbh ,]Ü ,CG] IÎØdG ≈∏Y kÓ°üàe ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG
.(Ü ,CG)  ¢S º«b ™«ª÷ ôØ°U < (¢S)n¥ âfÉc GPEG ]Ü ,CG] IÎØdG ‘ G kójGõàe ¿ƒµj ¥  (1
.(Ü ,CG)  ¢S º«b ™«ª÷ ôØ°U > (¢S)n¥ ¿Éc GPEG ]Ü ,CG] IÎØdG ‘ É k°übÉæàe ¿ƒµj ¥  (2

.(Ü ,CG)  ¢S º«b ™«ª÷ G kôØ°U = (¢S)n¥ ¿Éc GPEG ]Ü ,CG] IÎØdG ‘ ÉkàHÉK ¿ƒµj ¥  (3

¢S

¢U
 

¥

ójGõàe

¢übÉæàe
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:»JB’G πªY Öéj ,≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH ¥ ¿GÎbÓd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa OÉéjE’
.¥ ¿GÎbÓd (¢S) n¥ ≈dhC’G á≤à°ûŸG OÉéjEG  (1

.¢S º«b OÉéjEGh ,G kôØ°U = (¢S) n¥ ™°VƒH ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉØ°UCG OÉéjEG  (2
 .á≤à°ûŸG √òg QÉØ°UCG ∫ƒM ≈dhC’G á≤à°ûŸG IQÉ°TEG ‘ åëÑdG  (3

 »g ¿ƒµàa ,(áÑLƒe …CG) ôØ°U < (¢S) n¥ ≈dhC’G á≤à°ûŸG ÉgóæY ¿ƒµJ »àdG äGÎØdG ójó–  (4
 ¿ƒµàa ,(áÑdÉ°S …CG) ôØ°U > (¢S) n¥ ÉgóæY ¿ƒµJ »àdG äGÎØdG ójó– Gòch ,ójGõàdG äGÎa

.¢übÉæàdG äGÎa »g
 IQÉ°TEG ó‚h ,IÎØdG πNGO áª«b …CG QÉàîf ÉæfEÉa ,áæ«©e IÎa ≈∏Y (¢S) n¥ IQÉ°TEG áaô©Ÿ ¬fCG ß pM’

.IÎØdG √òg ≈∏Y á≤à°ûŸG IQÉ°TEG »g IQÉ°TE’G ¿ƒµàa ,áª«≤dG √òg óæY á≤à°ûŸG

مثال  (٢)

3 + ¢S4 + 2¢S = (¢S)¥ ¿GÎbÓd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óL

الحل
                                 4 + ¢S2 = (¢S) n¥

                                     .G kôØ°U = 4 + ¢S2
 2- = ¢S :¬æeh

.(¢S)n¥ IQÉ°TEG ‘ åëHG
,3- = ¢S  πãe IÎØdG πNGO áª«b  …CG ÎNG 2- >¢S ¿ƒµJ ÉeóæY

  áÑdÉ°S IQÉ°TE’G                                                  .ôØ°U >2- =4 + (3-)2 = (3-) n¥ ¿ƒµàa
:ôØ°üdG πãe áª«b ÎNG 2- <¢S ¿ƒµJ ÉeóæYh

áÑLƒe IQÉ°TE’G                                                         .ôØ°U < 4 = 4 + (0)2 = (0) n¥ ¿ƒµàa
                                               (¢S)¥

- -  -  -  -  -      + + + + + +(¢S)n¥ IQÉ°TEG
∞-                         2-                       ∞ ¢S 

ôØ°U
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مثال  (٣)

.¿GÎb’G Gò¡d ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óéa ,3¢S - ¢S48 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

الحل
                                          2¢S3 - 48 = (¢S)n¥

                                        0 =  2¢S3 - 48
 16 = 2¢S ¬æeh

4- ,4 = ¢S
.(¢S) n¥ IQÉ°TEG ‘ åëHG

 5- = ¢S πãe áª«b ÎNG 4- > ¢S ¿ƒµJ ÉeóæY
áÑdÉ°S IQÉ°TE’G                           27- = 75 -48 =2(5-)3 - 48 = (5-) n¥ :¿PEG

:1 = ¢S πãe áª«b ÎNG 4 > ¢S >4-  ¿ƒµJ ÉeóæYh
áÑLƒe IQÉ°TE’G                           45 = 3 - 48 = 2(1)3 - 48 = (1) n¥ ¿ƒµàa

:5 = ¢S πãe áª«b ÎNG 4 < ¢S ¿ƒµJ ÉeóæYh
áÑdÉ°S IQÉ°TE’G                          27- = 75 - 48 =  2(5)3 - 48 = (5) n¥ ¿ƒµàa

 ‘ É k°übÉæàe ¿ƒµj ¥ ¿GÎb’G ¿EÉa ,≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNGh ,äGQÉ°TE’G ∫hóL ≈∏Y G kOÉªàYG
.(∞ ,2-] IÎØdG ‘ G kójGõàeh , ]2- ,∞-) IÎØdG

                                                         (¢S)¥
- -  -  - - -       + + + + + +           -  -  -  - - -(¢S)n¥

∞-                         4-                                    4                              ∞ ¢S

 .]4,4-] IÎØdG ‘ G kójGõàeh ,(∞ ,4] ,]4- ,∞-) :ÚJÎØdG ‘ É k°übÉæàe ¥ ¿GÎb’G ¿ƒµj ∂dòHh

ôØ°UôØ°U



131

1تدريب 
:»JCÉj É‡ ¿GÎbG πµd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óL

.2(4 - ¢S2) = (¢S)¥ (2                                .¢S  + 7 = (¢S) g (1

مثال  (٤)

 ,ì á«≤«≤◊G OGóYC’G áYƒª› ≈∏Y ±ô©ŸG (¢S) n¥ ≈æëæe πãÁ …òdG (7-3) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG
                       .¥ ¿GÎbÓd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óL

الحل
:¥ ≈æëæŸ ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa OÉéjE’

 Ée  ,≈dhC’G  á≤à°ûŸG  IQÉ°TEG  ‘  åëÑdG  Öéj  (1
 •É≤f  …CG)  ≈dhC’G  á≤à°ûŸG  QÉØ°UCG  ójó– »æ©j
 Gòg  ‘  »gh  ,(äÉæ«°ùdG  Qƒfi  ™e  ™WÉ≤àdG

.(2 = ¢S) ∫ÉãŸG.(7–3) πµ°ûdG 

¢S
 

¢U
 

2

(¢S) n¥  

.√ó©Hh (2) Oó©dG πÑb (¢S) n¥ ≈dhC’G á≤à°ûŸG ¿GÎbG IQÉ°TEG ‘ åëÑdG Öéj  (2

.(∞ ,2] IÎØdG ≈∏Y G kójGõàeh , ]2 ,∞-) IÎØdG ≈∏Y É k°übÉæàe ¥ ¿GÎb’G ¿ƒµj ,¬«∏Yh

                                               (¢S)¥
- -  -  -  -  -        + + + + + +(¢S)n¥ IQÉ°TEG
∞-                      2                              ∞ ¢S º«b

ôØ°U

فكر وناقش
 ™e ∂àHÉLEG É k°ûbÉæe ,(3) ∫ÉãŸG ‘ ÊÉ«ÑdG º°SôdG øe äGQÉ°TE’G ∫hóL ≈∏Y â∏°üM ∞«c uöùa

?(2) n¥ áª«b Ée .∂FÓeR
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1 (:»JCÉj É‡ πµd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óL

                                          ¢S4 - 3 = (¢S)¥ (  CG
2¢S - ¢S8 = (¢S)¥ (Ü

2 + 2¢S6 - 3¢S4 = (¢S)¥ (`L

(3 + ¢S) (2 + ¢S) = (¢S)¥ (  O

 OGóYC’G áYƒª› ≈∏Y ±ô©ŸG  ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe πãª`j …òdG (8-3) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (2
          .¥ ¿GÎbÓd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa óL ,ì á«≤«≤◊G

ا�سئلة

¢S
 

¢U
 

2

(¢S) ¥  

.(8-3) πµ°ûdG

 .É¡©«ªL ¢S º«≤d G kójGõàe ¿ƒµj 5 + ¢S2 + 3¢S = (¢S)¥ ¿GÎb’G ¿CG uÚH  (3
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É k«fÉKالقيم القصوى

 ?iƒ°ü≤dG áª«≤dÉH Oƒ°ü≤ŸG Ée  (1
?iƒ°ü≤dG áª«≤dG ∫ƒM ¿GÎb’G ∑ƒ∏°S Ée  (2
 ?iƒ°ü≤dG áª«≤dG ∫ƒM á≤à°ûŸG ∑ƒ∏°S Ée  (3

?iƒ°ü≤dG º«≤dG óæY á≤à°ûŸG áª«b Ée  (4

Extreme Values

 .á«∏fi  iô¨°U  ΩCG  ,á«∏fi  ≈ª¶Y  âfÉcCG  AGƒ°S  ;iƒ°ü≤dG  º«≤dG  Ωƒ¡Øe  ¢SQódG  Gòg  ‘  ±ô©àà°S
.ÉgOÉéjEG ‘ äÉ≤à°ûŸG ΩGóîà°SG øµÁ ¿Éc GPEGh ,º«≤dG √òg OÉéjEG á«Ø«c É k°†jCG ±ô©àà°Sh

 ,((1`L) ¥ ,1`L) §`≤ædG  ≈ qª°ùoJh ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎ`b’G ≈æëæe (9-3) πµ`°ûdG  πãª`j
 ójGõàdG ádÉM øe ¿GÎb’G ÉgóæY Ò¨àj »àdG ,((4`L) ¥ ,4`L) ,((3`L)¥ ,3`L) ,((2`L) ¥ ,2`L)

.G kôØ°U = (¢S)n¥ …CG ;Év«≤aCG ¢SÉªŸG ÉgóæY ¿ƒµjh ,áLô◊G §≤ædG ¢ùµ©dG hCG ¢übÉæàdG ≈dEG
 áª«≤dG óæY ¿GÎb’G áª«b ¿CG ß pM’
 3`L = ¢S áª«≤dGh ,1`L = ¢S áLô◊G
 »àdG §≤ædG óæY ¬d áª«b …CG øe ÈcCG »g
 1± IÎØdG ‘ É¡«∏J hCG á£≤ædG √òg ≥Ñ°ùJ
 ,(1`L …ƒ– G vóL IÒ¨°U á«FõL IÎa)
 G vóL  IÒ¨°U  á«FõL IÎa)  3± IÎØdGh
 ,(1`L)¥ º«≤dG ≈ qª°ùoJh ,(3`L …ƒë`J

.á«∏ëŸG ≈ª¶©dG ¿GÎb’G º«b (3`L)¥
 ,2`L = ¢S áLô◊G áª«≤dG óæY ÉeCG 

 á£≤ædG √òg ≥Ñ°ùJ »àdG §≤ædG óæY ¬d áª«b …CG øe ô¨°UCG ¿GÎb’G áª«b ¿ƒµàa 4`L = ¢S áª«≤dGh
 G vóL IÒ¨°U á«FõL IÎa)4± IÎØdGh ,(2`L …ƒ– G vóL IÒ¨°U á«FõL IÎa) 2± IÎØdG ‘ É¡«∏J hCG

.á«∏ëŸG iô¨°üdG ¿GÎb’G º«b (4`L)¥ ,(2`L)¥ º«≤dG ≈ qª°ùoJh ,(4`L …ƒ–

.(9-3) πµ°ûdG

¢S
 

¢U
 

 ((3`L)¥ ,3`L)

 ((1`L)¥ ,1`L)

 ((2`L)¥ ,2`L)
 ((4`L)¥ ,4`L)

4`L
4±2`L1`L 3`L

2±

1± 3±
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تعريف

تعريف

 hCG  G kôØ°U = (`L)n¥ ÉgóæY  ¿ƒµj  »àdG  ,¥ ¿GÎb’G  ∫É› ‘ á©bGƒdG  `L OGóYC’G  ≈∏Y  ≥∏£oj
 á©bGƒdG ((`L)¥ ,`L) §≤ædG ≈ qª°ùoJh ,¥ ¿GÎbÓd áLô◊G OGóYC’G º°SG ,IOƒLƒe ÒZ (`L)n¥

. káLôM É k£≤f ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ≈∏Y

.G kôØ°U = (`L)n¥ ÉgóæY ¿ƒµj »àdG `L áLô◊G OGóYC’G  ≈∏Y π°üØdG Gòg ‘ åjó◊G öüà≤j 

 OÉéjEG øµeCG GPEG ¬dÉ› øe  `L = ¢S ÉeóæY á«∏fi ≈ª¶Y áª«b (¢S)¥ = ¢U ¿GÎbÓd ¿ƒµj  (1
 (¢S)¥ < (`L)¥ ¿EG å«M, (`L Oó©dG …ƒ– G vóL IÒ¨°U á«FõL IÎa) ± áMƒàØe IÎa

.± IÎØdG ‘ É¡©«ªL ¢S º«≤d
 OÉéjEG øµeCG GPEG ¬dÉ› øe  `L = ¢S ÉeóæY á«∏fi iô¨°U áª«b (¢S)¥ = ¢U ¿GÎbÓd ¿ƒµj  (2

 å«M ,(`L Oó©dG …ƒ– G vóL IÒ¨°U á«FõL IÎa) ± áMƒàØe IÎa
.± IÎØdG ‘ É¡©«ªL ¢S º«≤d (¢S)¥ > ( `L)¥       

 OGOõJ (¢S)¥ áª«b ¿EÉa ,Ée á£≤f óæY á«∏fi ≈ª¶Y áª«b ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¿ƒµj ≈àM ¬fCG ß pM’
 ,áLô◊G áª«≤dG πÑb ôØ°U < (¢S)n¥ ¿ƒµJ …CG ;IöTÉÑe Égó©H ¢ü≤æJ ºK ,áLôM áª«b ≈dEG ¢S π°üJ ≈àM
 »àdG  áLô◊G á£≤ædG  πÑb  ¢SÉªŸG  π«e ¿CG  »æ©j  Gògh ,áLô◊G á£≤ædG  ó©H ôØ°U >  (¢S)n¥ íÑ°üJ ºK

.(10-3) πµ°ûdG ô¶fG ,á£≤ædG √òg ó©H ÉkÑdÉ°S íÑ°üj ºK , ÉkÑLƒe ¿ƒµj á«∏fi ≈ª¶Y áª«b ÉgóæY

¢S
 1¢S

¢U
 

(¢S)¥

(¢S)¥
((1¢S)¥,1¢S)

((1¢S)¥,1¢S)

áLôM á£≤f

¢S
 1¢S

¢U
 

áLôM á£≤f

.(10-3) πµ°ûdG.(11-3) πµ°ûdG
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 ≈àM ¢übÉæàJ (¢S) ¥ áª«b ¿EÉa Ée á£≤f óæY á«∏fi iô¨°U áª«b ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¿Éc GPEG ÉeCG
 ºK  ,áLô◊G áª«≤dG  πÑb  0>  (¢S)n¥ ¿ƒµJ …CG  ;IöTÉÑe  Égó©H  ójGõàJ  ºK  ,áLôM áª«b  ≈dEG  π°üJ
 ÉgóæY »àdG áLô◊G áª«≤dG πÑb ¢SÉªŸG π«e ¿CG »æ©j Gògh ,áLô◊G áª«≤dG ó©H 0< (¢S) n¥ íÑ°üJ

.(11-3) πµ°ûdG ô¶fG , áª«≤dG √òg ó©H ÉkÑLƒe íÑ°üj ºK ,ÉkÑdÉ°S ¿ƒµj á«∏fi iô¨°U áª«b
 ,¥ ¿GÎbÓd káLôM ká£≤f ≈ qª°ùoJ (¢S) n¥ ≈dhC’G á≤à°ûŸG IQÉ°TEG É¡dƒM Ò¨àJ »àdG á£≤ædG ¿CG ôcòoj
 øµÁ  ,ΩÉY ¬LƒHh .iƒ°üb É kª«b ≈ qª°ùoJ ¿GÎbÓd  á«∏ëŸG iô¨°üdG º«≤dGh á«∏ëŸG ≈ª¶©dG º«≤dG ¿CGh

 :≈dhC’G á≤à°ûŸG ΩGóîà°SÉH iƒ°ü≤dG º«≤dG OÉéjE’ á«JB’G ájô¶ædG OÉªàYG

 iƒ°ü≤dG º«≤∏d ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG

 ,O ÖLƒŸG Oó©dG óLh GPEG ,`L óæY π°üàŸG ¥  ¿GÎbÓd áLôM á£≤f ((`L)¥ ,`L) ¿CG ¢VôaG
:âfÉc GPEG å«ëH

 ¿EÉa ,( O + `L  ,`L)    ¢S πµd 0 > (¢S) n¥ ,(`L , O- `L)    ¢S πµd 0 < (¢S) n¥  (1
.¥ ¿GÎbÓd á«∏fi ≈ª¶Y áª«b  ¿ƒµJ (`L)¥

 ¿EÉa ,(O + `L ,`L)    ¢S πµd 0 < (¢S) n¥ ,(`L , O- `L)    ¢S πµd 0 > (¢S) n¥  (2
 .¥ ¿GÎbÓd á«∏fi  iô¨°U áª«b ¿ƒµJ (`L)¥

.¿GÎbÓd iƒ°üb áª«b πã“ ’ (`L)¥ ¿EÉa ,((`L)¥ , `L) á£≤ædG ∫ƒM Ò¨àJ ’  n¥ IQÉ°TEG (3

:»JB’G πªY Öéj ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎbÓd iƒ°ü≤dG º«≤dG OÉéjE’
.¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG OÉéjEG  (1

 .áŒÉædG ádOÉ©ŸG πM ºK ,ôØ°üdÉH ≈dhC’G á≤à°ûŸG IGhÉ°ùe  (2
.ÉgQÉØ°UCG ∫ƒM (¢S)n¥ ≈dhC’G á≤à°ûŸG IQÉ°TEG á°SGQO  (3

 áª«b πã“ á£≤ædG √òg ¿EÉa áæ«©e á£≤f ∫ƒM áÑdÉ°S ≈dEG áÑLƒe øe ≈dhC’G á≤à°ûŸG IQÉ°TEG äÒ¨J GPEÉa
  áæ«©e á£≤f ∫ƒM áÑLƒe ≈dEG áÑdÉ°S øe ≈dhC’G á≤à°ûŸG IQÉ°TEG äÒ¨J GPEG ÉeCG .¥ ¿GÎbÓd á«∏fi ≈ª¶Y

.¥ ¿GÎbÓd á«∏fi iô¨°U áª«b πã“ á£≤ædG √òg ¿EÉa
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مثال  (١)

¿GÎbÓd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dGh áLô◊G §≤ædG óL
3 + ¢S4 - 2¢S = (¢S)¥

الحل
4 - ¢S2 = (¢S) n¥

0 = (¢S) n¥
0 = 4 - ¢S 2 :¬æeh

2 = ¢S ÉeóæY áLôM áª«b óLƒJ ¬«∏Yh ,2 = ¢S ∴

É¡àª«b ¿CGh ,2 = ¢S ÉeóæY á«∏fi iô¨°U áª«b ¿GÎbÓd ¿CG äGQÉ°TE’G ∫hóL øe ÚÑàj
 1- = 3 + 8 - 4 = 3 + (2)4 - 2(2) = (2)¥

1- = (2)¥ = á«∏ëŸG iô¨°üdG áª«≤dGh ,(1- ,2) »g áLô◊G á£≤ædG ∴

| ≤∩∴<>{}}{ø ∞⊆∇Δ∅ ⊃≠ ≥≥

( ∞ ,3 ) ∪ (1 ,1–)  ¢S |¢S2-| ∴

                                               (¢S)¥
- -  -  -  -  -        + + + + + +(¢S)n¥ IQÉ°TEG
∞-                         2                            ∞ ¢S º«b

ôØ°U

1تدريب 

 ¿GÎbÓd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dGh áLô◊G OGóYC’Gh §≤ædG óL
1 + ¢S2 - 2¢S = (¢S)¥

فكر وناقش 
.iôNCG á≤jô£H ≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG sπ oM
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مثال  (٢)

 ¿GÎbÓd (äóLh ¿EG) iƒ°ü≤dG º«≤dGh áLô◊G OGóYC’Gh §≤ædG óL
5 + ¢S12 - 2¢S3 - 3¢S2 = (¢S)¥

الحل
 12 - ¢S6 - 2¢S6 = (¢S) n¥

:¬æeh  ,0 = (¢S) n¥
                              0 = 12 - ¢S6 - 2¢S6

                         0 = 2 - ¢S - 2¢S
                                         :¬æeh ,0 = ( 1 + ¢S) ( 2 - ¢S)

 2 = ¢S , ôØ°U = 2 - ¢S
 1 - = ¢S , ôØ°U = 1 + ¢S :hCG

 1- = ¢S  ,2 = ¢S ÉeóæY áLôM  OGóYCG óLƒJ ∴
.(12 ,1-) = ((1-) ¥ ,1-) , (15- ,2) = ((2)¥ ,2) :»¡a áLô◊G §≤ædG ÉeCG

 »``g ,(?GPÉ``Ÿ) 1- = ¢S ÉeóæY á«∏fi ≈``ª¶Y áª«b ¥ ¿GÎbÓd ¿CG  äGQÉ°TE’G ∫hóL øe ÚÑàj
12 = (1-)¥

15-  = (2)¥ »g ,(?GPÉŸ) 2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd á«∏fi iô¨°U áª«b É k°†jCG óLƒj

                                               (¢S)¥
    + + + + + +           -  -   -  -  -  -        + + + + + +(¢S)n¥ IQÉ°TEG

∞-                      1-                                      2                          ∞ ¢S º«b

ôØ°UôØ°U
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2تدريب 

:»JCÉj É‡ vÓc óéa ,(2¢S - 12) ¢S2 = (¢S)¥ ¿Éc GPEG
.¥ ¿GÎbÓd ¢übÉæàdG äGÎah ójGõàdG äGÎa  (1

.¥ ¿GÎbÓd áLô◊G ¢S º«b  (2
.É¡Yƒf G kO uó ofi ,¥ ¿GÎbÓd iƒ°ü≤dG º«≤dG  (3

.iƒ°ü≤dG º«≤∏d á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG ≥jôW øY ¿GÎbÓd iƒ°ü≤dG º«≤dG ójó– øµÁ

 iƒ°ü≤dG º«≤∏d á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG

 ,(Ü ,CG) IÎØdG ≈∏Y Úaô©e (¢S)n n¥ ,(¢S) n¥ ¿Éch ,]Ü , CG ]IÎØdG ≈∏Y kÓ°üàe ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG
:¿Éch ,(áLôM á£≤f ((`L)¥ ,`L) ¿EG …CG) G kôØ°U = (`L) n¥ å«M ,(Ü ,CG)  `L ¿Éch

.¥ ¿GÎbÓd á«∏fi iô¨°U áª«b »g (`L)¥ ¿EÉa ,G kôØ°U < (`L)n n¥  (1
.¥ ¿GÎbÓd á«∏fi ≈ª¶Y áª«b »g (`L)¥ ¿EÉa ,G kôØ°U > (`L)n n¥  (2

.≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°ùo«a ,π°ûØj QÉÑàN’G ¿EÉa ,G kôØ°U = (`L)n n¥  (3

¿GÎbÓd iƒ°ü≤dG º«≤dG OÉéjEG ‘ Ω póîoà°SG ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG ¿CG ß pM’
 º«≤dG √òg OÉéjEG  øµÁ ¬fCGh ,(2) ∫ÉãŸG ‘ √ôcP OQGƒdG  5 + ¢S12 - 2¢S3 - 3¢S2 = (¢S)¥

.á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH É k°†jCG
5 + ¢S 12 - 2¢S3 - 3¢S2 = (¢S)¥

12 - ¢S6 - 2¢S 6 = (¢S) ¥
0 = 12 - ¢S 6 -  2¢S 6

        0 = 2 - ¢S - 2¢S
0 = (1 + ¢S) (2 - ¢S)

2 = ¢S :¬æeh  ,0 = 2 - ¢S
1-  = ¢S :¬æeh 0 = 1 + ¢S
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| ≤∩∴<>{}}{ø ∞⊆∇Δ∅ ⊃≠ ≥≥

( ∞ ,3 ) ∪ (1 ,1–)  ¢S |¢S2-|

1- = ¢S ,2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd áLôM OGóYCG óLƒj ∴
6 - ¢S12 = (¢S)n n¥

0 < 18 = 6 - (2)12 = (2)n n¥
15 = (2)¥ »g ,2 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd á«∏fi iô¨°U áª«b óLƒJ ∴

 0>18- = 6 - (1-)12 = (1-)n n¥
12 = (1-)¥  »g ,1- = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd  á«∏fi ≈ª¶Y áª«b óLƒJ ∴

مثال  (٣)

 å«M ,¥ ¿GÎbÓd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG óL ,á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH
2 + ¢S24 -  2¢S3 -  3¢S = (¢S)¥

الحل
 24 - ¢S6 -  2¢S3 = (¢S)n¥

:¬æeh ,G kôØ°U = (¢S)n¥
.G kôØ°U = 24 - ¢S6 - 2¢S3

0 = 8 - ¢S2 - 2¢S
0 = ( 2 + ¢S ) ( 4 - ¢S)

 4 = ¢S :¬æeh  ,  0 = 4 - ¢S
 2- = ¢S :¬æeh  ,  0 = 2 + ¢S

 2- = ¢S , 4 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd áLôM  OGóYCG óLƒj ∴
 6 - ¢S6 = (¢S)n n¥

 .ôØ°U < 18 = 6 - (4)6 = (4)n n¥
78-  = (4)¥ »g ,4 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd á«∏fi  iô¨°U áª«b óLƒJ ∴

.ôØ°U > 18 - = 6 - (2-) 6 = (2-)n n¥
30 = (2-)¥ »g  ,2- = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎbÓd á«∏fi ≈ª¶Y áª«b óLƒJ ∴
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3تدريب 

¿GÎbÓd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG óL ,á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH
2 + ¢S3 - 3¢S = (¢S)¥

0 = (1)¥ »g ,1 = ¢S ÉeóæY (¢S)¥ ¿GÎbÓd  á«∏fi iô¨°U áª«b óLƒJ ∴

مثال  (٤)

.4(1- ¢S) = (¢S)¥ ¿GÎbÓd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG óL

الحل
:á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°SG ,¿GÎb’G Gò¡d á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG OÉéjE’

                                                          3(1- ¢S)4 = (¢S) n¥
                                                       0 = 3(1- ¢S)4

                                                                             1 = ¢S ∴
 2(1- ¢S)12 = (¢S)n n¥

:n n¥ ¿GÎb’G IóYÉb ‘ 1 = ¢S áª«b ¢V uƒY
    0 =    2(1-1)12 = (1)n n¥

.≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG ΩGóîà°SG ºuàëoj Gògh ,QÉÑàN’G π°ûa

                                               (¢S)¥
- -  -  -  -  -        + + + + + +(¢S)n¥ IQÉ°TEG

                      1                                  ¢S 

ôØ°U
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 :»JCÉj É‡ πµd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG (iô¨°üdGh ≈ª¶©dG) iƒ°ü≤dG º«≤dG óL  (1
1 + ¢S3 - 3¢S = (¢S) ¥  (  CG 

2 + 2¢S6 - 3¢S4 = (¢S) ∫  (Ü
 4 + 3¢S = (¢S) g  (`L

8 + ¢S4 - 2¢S2 - 3¢S = (¢S) ∑  ( O 

 QÉÑàNG ΩGóîà°SÉH »JCÉj É‡ πµd (äóLh ¿EG) á«∏ëŸG (iô¨°üdGh ≈ª¶©dG) iƒ°ü≤dG º«≤dG óL  (2
:á«fÉãdG á≤à°ûŸG

 2¢S - 8 = (¢S) ¥  (  CG 
 4 + 2¢S = (¢S) ¥  (Ü

¢S6 - 3¢S2 = (¢S) ¥  (`L

,¥ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG ≈æëæe πãÁ …òdG (12-3) πµ°ûdG ≈∏Y G kOÉªàYG  (3
:»JCÉj É‡ vÓc óL , G kôØ°U = (5) n¥ = (2) n¥ å«M       

 .¥ ¿GÎbÓd áLô◊G ¢S º«b  (  CG 
.¥ ¿GÎbÓd ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa  (Ü

  G kO uó ofi ¥ ¿GÎbÓd á«∏ëŸG iƒ°ü≤dG º«≤dG §≤f  (`L
.É¡Yƒf

ا�سئلة

¢S

¢U
 

(¢S)n¥

2 5

.(12-3) πµ°ûdG

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,2 = ¢S ÉeóæY áLôM áª«b 4 + ¢SCG - 2¢S3 = (¢S)¥ ¿GÎbÓd ¿Éc GPEG  (4
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Applications تطبيقات الفصل
الثالث

.iƒ°ü≤dG º«≤dG ≈∏Y á«≤«Ñ£J πFÉ°ùe π– 
.iƒ°ü≤dG º«≤dÉH ≥∏©àJ ájOÉ°üàbG πFÉ°ùe π– 

äÉLÉàædG

k’hCGتطبيقات على القيم القصوى Applications of Extreme
Values

 :á«JB’G ádCÉ°ùŸG πM á≤jôW ‘ G kó«©°S ¬∏«eR øÁCG ¢ûbÉf
?øµÁ Ée πbCG Éª¡«©Hôe ´ƒª›h ,(20) Éª¡Yƒª› ¿Gò∏dG ¿ÉÑLƒŸG ¿GOó©dG Ée

مثال  (١)

?øµÁ Ée ÈcCG Éª¡HöV π°UÉMh ,(64) Éª¡Yƒª› ¿Gò∏dG ¿ÉÑLƒŸG ¿GOó©dG Ée

الحل
64 = ÚÑLƒŸG øjOó©dG ´ƒª›

.¢S ƒg ∫hC’G Oó©dG ¿CG ¢VôaG

.¢U ƒg ÊÉãdG Oó©dG ¿CG ¢VôaG
:¬æeh ,64 = ¢U + ¢S

                                                    .¢S - 64 = ¢U
:¿EÉa ,ì Éª¡HöV π°UÉM ¿Éc GPEG

. ¢U × ¢S = ì

.(1) ∫ÉãŸG ô¶fG ,áHÉLEÓd ?∂dP ‘ ôKCG iƒ°ü≤dG º«≤∏d πgh ?ádCÉ°ùŸG √òg πM øµÁ ∞«c
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 áª«≤dG OÉéjEG ÅaÉµj ∂dP ¿EÉa ,¢U ,¢S øjOó©dG ÜöV π°UÉ◊ áª«b ÈcCG OÉéjEG ƒg Üƒ∏£ŸG ¿CG ÉÃ
:óMGh Ò¨àe ád’óH ì ¿GÎb’G π©L Öéj ,∂dP πª©dh . ì ¿GÎbÓd ≈ª¶©dG

                                               ( ¢S – 64) × ¢S = (¢S)ì
                                                    2¢S - ¢S64 = (¢S)ì

                                                          ¢S 2 - 64 = (¢S)nì
                                                   :¬æeh ,  0 = (¢S)nì

                                               0 = ¢S 2 - 64
32 = ¢S ∴

:¬æeh ,(32)n nì OÉéjEG Öéj ,≈ª¶Y áª«b Üö†dG π°UÉM π©Œ 32 = ¢S ¿CG øe ≥≤ëà∏d
  2- = (¢S)n nì

 0 > 2- = (32)n nì
 øµÁ Ée  ÈcCG  Üö†dG  π°UÉM ¿ƒµjh ,32 = ¢S ¿ƒµJ ÉeóæY ≈ª¶Y áª«b  ì ¿GÎbÓd ¿EG  …CG

 32 = 32 - 64 = ÊÉãdG Oó©dG h ,32 = ∫hC’G Oó©dG ¿ƒµj ÉeóæY
.iƒ°ü≤dG º«≤dG ´ƒf ójóëàd ≈dhC’G á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°SG

1تدريب 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

تحدث وناقش 
.≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG π◊ iôNCG á≤jôW ìÎbG
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الحل
.(13-3) πµ°ûdG ô¶fG ,¢U ,¢S Éªg ¢VQC’G á©£b …ó r©oH ¿CG ¢VôaG

Ω600 = ¢VQC’G á©£b §«fi
 ¢Vô©dG × ∫ƒ£dG = (Ω) áMÉ°ùŸG

¢U × ¢S = Ω                
 ¢Vô©dG × 2 + ∫ƒ£dG × 2 = §«ëŸG

¢U2 + ¢S2 = 600
 ¢S - 300 = ¢U

:¬æeh ,¢U × ¢S =  Ω
( ¢S - 300) × ¢S =  Ω

 2¢S - ¢S300 =  Ω
¢S2 - 300 =n Ω
:¬æeh , G kôØ°U =n Ω
0 = ¢S2 - 300

150 = ¢S ∴
:á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°SG  ,150 =¢S óæY Ω ¿GÎbÓd ≈ª¶Y áª«b OƒLh øe ≥≤ëà∏d

    2- = (¢S) n n Ω
.ôØ°U > 2- = (150) n n Ω ∴

.GkÎe 150 = ¢S ÉeóæY (≈ª¶Y áª«b ) øµÁ Ée ÈcCG áMÉ°ùŸG ∴
 .GkÎe 150 = ¢U ,¢S - 300 = ¢U

مثال  (٢)

 ÈcCG É¡àMÉ°ùe ¿Ó©éj ¿Gò∏dG ¢VQC’G á©£b Gó r©oH Ée . Ω600 É¡£«fi ,πµ°ûdG á∏«£à°ùe ¢VQCG á©£b
?øµÁ Ée

.(13-3) πµ°ûdG

¢S

¢U
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2تدريب 

 ∑Ó°SC’G øe Îe 300 ´QGõ oª`dG iÎ°TG GPEÉa .º«≤à°ùe ô¡f áØ°V ≈∏Y ™≤J ¢VQCG á©£b ´QGõ oe ∂∏Á
 è««°ùJ  ¿hO øe É¡H  É¡é««°ùJ  øµÁ ¢VQC’G á©£b øe á∏«£à°ùe áMÉ°ùe ÈcCG  OÉ©HCG  Éªa ,áµFÉ°ûdG

?ô¡ædG áØ°V ≈∏Y ™bGƒdG ó r©oÑdG

الحل
.(14-3) πµ°ûdG ô¶fG , (?GPÉŸ) ¢U , ¢S , ¢S :»g ¥hóæ°üdG OÉ©HCG ¿CG ¢VôaG

´ÉØJQ’G × ¢Vô©dG × ∫ƒ£dG = ºé◊G
¢U × ¢S × ¢S = ì

¢U2¢S = ì
 120 = ¢U + ¢S2 ← 120 = ¢U + ¢S + ¢S ,øµd

¢S2 - 120 = ¢U :¬æeh
(¢S2 - 120) 2¢S  = (¢S) ì

 3¢S2 - 2¢S120 = (¢S) ì
0 = 2¢S6 - ¢S240 = (¢S)nì

 0 = ( ¢S - 40)¢S6 ∴

40 = ¢S :hCG  ,0 = ¢S  :¬æeh

مثال  (٣)

  .º°S120 áKÓãdG √OÉ©HCG ´ƒª›h ,πµ°ûdG á©Hôe ¬JóYÉb ,äÓ«£à°ùe …RGƒàe πµ°T ≈∏Y ¥hóæ°U
.øµÁ Ée ÈcCG ¬ªéM π©Œ »àdG √OÉ©HCG óL

.(14-3) πµ°ûdG

¢S

¢S

¢U
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 :OÉéjEG Öéj ,≈ª¶©dG áª«≤dG øe ≥≤ëà∏d
 ¢S12 – 240 = (¢S)n nì

 0 < 240 =  (0)n nì
.(?GPÉŸ) ¢†aôoJ ∂dòd ,0 = ¢S ÉeóæY á«∏fi iô¨°U áª«b óLƒJ ∴

(40)12 - 240 = (40)n nì
 0 > 240 -  = 480 - 240

40 = ¢S ÉeóæY ≈ª¶Y áª«b óLƒJ ∴
 40 = (40) 2 - 120 = ¢U ¿EÉa ,40 = ¢S ÉeóæY

.º°S40 = ´ÉØJQ’G ,º°S40 = ¢Vô©dG ,º°S40 = ∫ƒ£dG :»g ¥hóæ°üdG OÉ©HCG ∴

الحل
.Ω »g áYƒÑ£ŸG áMÉ°ùŸGh ,¢U ,¢S Éªg ábQƒdG …ó r©oH ¿CG ¢VôaG

.2º°S50 áØ«ë°üdG áMÉ°ùe  :äÉ«£©ŸG
.øµÁ Ée ÈcCG áYÉÑ£dG áMÉ°ùe ¿ƒµJ ≈àM ábQƒdG …ó r©oH OÉéjEG :Üƒ∏£ŸG

مثال  (٤)

 É¡àMÉ°ùe  ,πµ°ûdG  á∏«£à°ùe  á«bQh  áØ«ë°U
 ¢VôY ¿Éc GPEG .É¡«∏Y ¿ÓYEG áYÉÑW OGôj ,2º°S50
 ‘h ,º°S1 É¡∏Ø°SCGh  ábQƒdG  ¢SCGQ  ‘ ¢ûeÉg  πc
 øjò∏dG  ábQƒdG  …ó r©oH  óéa  ,º°S0^5  ÖfÉL  πc

.øµÁ Ée ÈcCG áYƒÑ£ŸG áMÉ°ùŸG ¿Ó©éj

.(15-3) πµ°ûdG

¢S

¢U

º°S0^5

º°S1

º°S0^5

º°S1



147

 ,(15-3) πµ°ûdG ß pM’ ,(1- ¢U) (2- ¢S) = Ω áYÉÑ£dG á≤£æe áMÉ°ùe óL ,∂dP ÜÉ°ù◊
:øµdh

50
¢S   = ¢U :¬æeh , ¢U × ¢S = 50

(1- 
 
50
¢S ) (2- ¢S)  = (¢S)Ω

2 + 100
¢S  - ¢S - 50 = (¢S)Ω

100
2¢S  + 1-  = (¢S)Ω

100 = 2¢S :¬æeh , 0 = 100
2¢S  + 1-

.(?GPÉŸ) πª¡oJ ∂dòd ,10- = ¢S :hCG  ,10 = ¢S ∴

:á«fÉãdG á≤à°ûŸG QÉÑàNG Ωóîà°SG ,º°S10 = ¢S ÉeóæY ≈ª¶Y áª«b ¿GÎbÓd ¿CG øe ≥≤ëà∏d

200-
3¢S   = (¢S) n n Ω

ôØ°U > 200-
1000   = (10) n n Ω

10 = ¢S ÉeóæY ≈ª¶Y áª«b óLƒJ ∴

50
¢S   = ¢U áª«b OÉéjE’

5 = ¢U

.º°S5 , º°S10 :Éªg øµÁ Ée ÈcCG áYƒÑ£ŸG áMÉ°ùŸG ¿Ó©éj ¿Gò∏dG ábQƒdG Gó r©oH ∴
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ا�سئلة

 ™Hôe ‘ ÉªgóMCG  ÜöV π°UÉMh ,60 Éª¡Yƒª› ¿Gò∏dG  ¿ÉÑLƒŸG ¿Éë«ë°üdG ¿GOó©dG  Ée  (1
?øµÁ Ée ÈcCG ôNB’G

 ¢VôY ¿Éc GPEG .É¡«∏Y ¿ÓYEG áYÉÑW OGôj ,2º°S32 É¡àMÉ°ùe ,πµ°ûdG á∏«£à°ùe á«bQh áØ«ë°U  (2
 ábQƒdG  …ó r©oH  óéa  ,º°S  0^5 ÖfÉL πc ‘h ,º°S1 É¡∏Ø°SCGh  ábQƒdG  ¢SCGQ  ‘ ¢ûeÉg  πc

.øµÁ Ée ÈcCG áYƒÑ£ŸG áMÉ°ùŸG ¿Ó©éj øjò∏dG

 IòaÉædG §«fi ¿ƒµj å«ëH ,¬dõæe ±ôZ ióMEG QGóL ‘ á∏«£à°ùe  IòaÉf íàØj ¿CG º«gGôHEG OGQCG  (3
.áaô¨dG ∫ƒNóH Aƒ°†dG øe áæµ‡ á«ªc ÈcC’ ¿Éëª°ùj øjò∏dG IòaÉædG …ó r©oH óL . Ω6

 É¡ÑfGƒL øe s¢üob GPEG ,º°S12 É¡©∏°V ∫ƒW πµ°ûdG á©Hôe áfƒJôc  (4
 â© pa oQ º``K ,¢S É¡©∏°V ∫ƒ``W ájhÉ°ùàe äÉ``©Hôe (4) á``©HQC’G
 óéa ,≈∏YCG øe áMƒàØe áÑ∏Y IQƒ°U ≈∏Y âëÑ°UCGh ,Ö``fGƒ÷G

.øµÁ Ée ÈcCG áÑ∏©dG ºéM π©Œ »àdG ¢S áª«b

 áæµ‡ áMÉ°ùe ÈcCG óéa ,º°S 40 …hÉ°ùj ájhGõdG ºFÉb å∏ãe ‘ áªFÉ≤dG »©∏°V ´ƒª› ¿Éc GPEG  (5
.å∏ãª∏d

 »LQÉN ôªÃ É¡àWÉMEG  ºK ,2Ω36 É¡àMÉ°ùeh ,πµ°ûdG  á∏«£à°ùe É¡JóYÉb ácôH º«ª°üJ OGôj  (6
 ácÈ∏d  á«∏µdG  áMÉ°ùŸG  ¿ƒµJ  å«ëH É¡ª«ª°üJ  OGôŸG  ácÈdG  OÉ©HCG  óL .¿GÎe ¬°VôY º¶àæe

.øµÁ Ée πbCG ôªŸGh

¢S
¢S
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É k«fÉKتطبيقات اقتصادية على التفاضل

 :ábÓ©dÉH ≈£©J É¡LÉàfEG áØ∏µJ âfÉc GPEÉa .Évjô¡°T áLÓK ¢S äÉLÓã∏d ™æ°üe èàæj
 äÉLÓãdG OóY óéa ,QÉæjO  500 IóMGƒdG áLÓãdG ô©°S ¿Éch  ,2¢S + ¢S4 + 36000 = (¢S)∑

.øµ‡ íHQ ÈcCG ≥«≤ëàd Évjô¡°T ™æ°üŸG É¡©«Ñj ¿CG Öéj »àdG

 Economic Applications on
Differentiation

 hCG  äÉcöûdG  ≈∏Y  ºuà o–  »àdG  ájOÉ°üàb’G  πFÉ°ùŸG  øe  ÒãµdG  ‘ É k°†jCG  π°VÉØàdG  º∏Y  Ω nóîà°ùoj
 íHQ  ÈcCG  ≈∏Y  ∫ƒ°üë∏d  ™∏°ùdG  øe  Ö°SÉæe  OóY  êÉàfEÉH  á≤∏©àŸG  äGQGô≤dG  ¢†©H  PÉîJG  ™fÉ°üŸG
 ≈£©J Ée ™æ°üe É¡éàæj áæ«©e á©∏°S äGóMh øe ¢S áØ∏µJ âfÉc GPEG kÓãªa .áØ∏µJ πbCG hCG ,øµ‡
 óªà©j ƒgh ,á«∏µdG áØ∏µàdG ¿GÎbG ≈ qª°ùoj (¢S)∑ ¿EÉa ,1200 + ¢S5 +  2¢S = (¢S)∑ ¿GÎb’ÉH
 áéàæŸG äGóMƒdG OóY ≥ah Ò¨àj …òdG (¢S5 + 2¢S) Ò¨àŸG QGó≤ŸGh ,(1200) âHÉãdG QGó≤ŸG ≈∏Y
 áØ∏µàdG Ò¨J ∫ó©e = (¢S)n∑ ¿EG …CG ;ájó◊G áØ∏µàdG (¢S)∑ ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG ≈ qª°ùoJh .¢S
 ¬à≤à°ûe ¿C’ âHÉãdG QGó≤ŸÉH ôKCÉàJ ’ ájó◊G áØ∏µàdG ¿CÉH É kª∏Y ,áéàæŸG äGóMƒdG OóY ≈dEG áÑ°ùædÉH

.ájó◊G áØ∏µàdG OÉéjEG k’hCG Ú©àj ,IóMh (20) p̀ d ájó◊G áØ∏µàdG ÜÉ°ù◊ .ôØ°U
5 + ¢S2 = (¢S)n∑

.G kQÉæjO 45 = 5 + (20)2 = (20)n∑
 ¿GÎb’ÉH ≈£©j äGóMƒdG √òg øe ¢S ™«H øe œÉædG »∏µdG OGôjE’G ¿Éc GPEG ,á¡HÉ°ûe á≤jô£Hh
 ,á©«ÑŸG äGóMƒdG OóY ≈dEG áÑ°ùædÉH (OGôjE’G ‘ Ò¨àdG ∫ó©e) …ó◊G OGôjE’G ≈ qª°ùoJ (¢S) n O ¿EÉa (¢S)O
 (íHôdG  ‘ Ò¨àdG  ∫ó©e) …ó◊G íHôdG  ≈ qª°ùoJ  (¢S) n Q  ¿EÉa  (¢S)Q ¿GÎb’ÉH  ≈£©j  íHôdG  ¿Éc GPEGh

.á©«ÑŸG äGóMƒdG OóY ≈dEG áÑ°ùædÉH
á«∏µdG áØ∏µàdG – »∏µdG OGôjE’G = íHôdG

 (¢S)∑ - (¢S)O  = (¢S)Q
 (¢S)n∑ - (¢S) n O  = (¢S) n Q ∴

.ájó◊G áØ∏µàdG - …ó◊G OGôjE’G = …ó◊G íHôdG ¿EG …CG
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تعريف

:¿EÉa Ée ™æ°üe  ‘ IOófi IÎa øª°V áæ«©e á©∏°S øe áéàæŸG äGóMƒdG OóY ƒg ¢S  ¿Éc GPEG
.á«∏µdG áØ∏µàdG ¿GÎbG = (¢S )∑

.ájó◊G áØ∏µàdG = (¢S)n∑
  íHôdG + á«∏µdG áØ∏µàdG = »∏µdG OGôjE’G ¿GÎbG = (¢S) O

.(¢S)Q  +  (¢S) ∑  =       
.…ó◊G OGôjE’G = (¢S) n O

á«∏µdG áØ∏µàdG - »∏µdG OGôjE’G  =    íHôdG ¿GÎbG = (¢S)Q
.(¢S)∑ - (¢S)O  =                             

ájó◊G áØ∏µàdG – …ó◊G OGôjE’G  =  …ó◊G íHôdG = (¢S) n Q
.(¢S)n∑  -  (¢S) n O  =                              

 øµÁ Ée ÈcCG ¿ƒµj íHôdG ¿CG ó‚ ∂dP øeh ,(¢S)n∑ = (¢S) n O :¿EÉa 0 = (¢S) n Q ¿Éc GPEG ¬fCG ß pM’
.…ó◊G OGôjEÓd ájhÉ°ùe ájó◊G áØ∏µàdG ¿ƒµJ ÉeóæY

مثال  (١)

»g áÑ©d ¢S êÉàfE’ á«∏µdG áØ∏µàdG ¿CG ∫ÉØWC’G ÜÉ©dCG ™æ°üJ »àdG äÉcöûdG ióMEG â¶M’
ƒg áÑ©d ¢S ™«H øe œÉædG íHôdG ¿CGh ,QÉæjO  2¢S 0^001 + ¢S0^2 - 300 = (¢S)∑

:»JCÉj É‡ vÓc óL .QÉæjO ¢S0^4 = (¢S)Q
1 (.ájó◊G áØ∏µàdG ¿GÎbG
2 (.øµÁ Ée πbCG áØ∏µàdG ¿ƒµJ ≈àM É¡LÉàfEG ΩRÓdG Ö©∏dG OóY
3 (.áÑ©d (1000) ™«H øe œÉædG …ó◊G OGôjE’G
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الحل
1 (                  .¢S0^002 + 0^2- = (¢S)n∑ = ájó◊G áØ∏µàdG

2 (.G kôØ°U = (¢S)n∑ ÉeóæY øµÁ Ée πbCG áØ∏µàdG ¿ƒµJ
0 = ¢S0^002 + 0^2- 

100 = ¢S
 0 < (100)nn∑ ¿EÉa ,ôØ°U < 0^002 = (¢S)nn∑ ¿CG ÉÃh

 ÉeóæY øµª`j Ée πbCG ¿ƒµJ áØ∏µàdG ¿EÉa Gò`d ;100 = ¢S ÉeóæY iô¨°U áª«b ∑ ¿GÎbÓd ∴
 .áÑ©d 100 = ¢S

3 ( (¢S)Q + (¢S)∑ = »∏µdG OGôjE’G
 ¢S0^4 + 2¢S0^001 + ¢S0^2 - 300 = (¢S)O

2¢S0^001 + ¢S0^2 + 300 = (¢S)O
¢S0^002 + 0^2 = (¢S) n O = …ó◊G OGôjE’G

.QÉæjO 2^2 = 2 + 0^2 = 1000 * 0^002 + 0^2 = (1000) n O

مثال  (٢)

 Év«YƒÑ°SCG Iõ¡LC’G øe ¢S êÉàfE’ QÉæjódÉH á«∏µdG áØ∏µàdG ¿CG á«fhÎµdE’G Iõ¡LC’G êÉàfE’ ™æ°üe óLh
 ,G kQÉæjO 80 ≠∏ÑÃ óMGƒdG RÉ¡÷G ™«H GPEG .2¢S0^002 + ¢S60 + 5000 = (¢S)∑ ¿GÎb’ÉH ≈£©J

?øµ‡ íHQ ÈcCG ≥«≤ëàd Év«YƒÑ°SCG É¡©«Hh É¡LÉàfEG Öéj »àdG äGóMƒdG OóY Éªa

1تدريب 

 áØ∏µàdG ¿GÎbGh ,QÉæjO  2¢S2 + ¢S50 = (¢S)O ƒg äÉ©«ÑŸG óMC’ »∏µdG OGôjE’G ¿GÎbG ¿Éc GPEG
 ¢S áª«b óéa ,á©«ÑŸG äGóMƒdG OóY ¢S å«M ,QÉæjO 200 +  2¢S4 + ¢S30 = (¢S)∑ á«∏µdG

.øµÁ Ée ÈcCG íHôdG π©Œ »àdG
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2تدريب 

 Év«YƒÑ°SCG  Iõ¡LC’G øe ¢S êÉàfE’ QÉæjódÉH  á«∏µdG áØ∏µàdG  ¿CG  á«fhÎµdEG  Iõ¡LCG  êÉàfE’ ™æ°üe óLh
 óéa ,QÉæjO (¢S - 200) ≠∏ÑÃ óMGƒdG RÉ¡÷G ™«H GPEG .300 + ¢S50 = (¢S)∑ ¿GÎb’ÉH ≈£©J

.øµÁ Ée ÈcCG »YƒÑ°SC’G íHôdG π©Œ »àdG ¢S áª«b

الحل
 .¢S = Iõ¡LC’G OóY

 RÉ¡÷G ô©°S × Iõ¡LC’G OóY = Iõ¡LC’G ™«H øe œÉædG »∏µdG OGôjE’G
80 × ¢S = (¢S) O

 ¢S 80 = (¢S) O
 ∞«dÉµàdG - OGôjE’G = íHôdG

 ( 2¢S0^002 + ¢S60 + 5000) - ¢S80 = (¢S)Q
¢S0^004 - 60 - 80 = (¢S) n Q

 ¢S0^004 - 20 = (¢S) n Q
 :øµ‡ íHQ ÈcCG OÉéjE’

 :¬æeh , 0 = (¢S) n Q
0 = ¢S0^004 - 20

 .RÉ¡L 5000 = ¢S
,0^004 -  = (¢S) nn Q ¿CG ÉÃh

ôØ°U > 0^004 -  = (5000) nn Q ¿CGh
 .RÉ¡L 5000 = ¢S ÉeóæY ≈ª¶Y áª«b íHô∏d ¿EÉa
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ا�سئلة

 áØ∏µàdG  ¿GÎbGh ,QÉæjO 2¢S  + ¢S80 = (¢S)O ƒg äÉ©«Ñª∏d »∏µdG OGôjE’G ¿GÎbG ¿Éc GPEG   (1
 ,Ée á©∏°S øe áéàæŸG  äGóMƒdG OóY ¢S å«M ,QÉæjO ¢S160 + 40 = (¢S)∑ ƒg á«∏µdG

.…ó◊G íHôdG óéa

 QÉæjódÉH »YƒÑ°SC’G »∏µdG êÉàfE’G áØ∏µJ âfÉc GPEÉa .Év«YƒÑ°SCG RÉ¡L ¢S Ö«°SGƒë∏d ™æ°üe èàæj  (2
 Éªa , G kQÉæjO 250 óMGƒdG RÉ¡÷G ô©°S ¿Éch ,2¢S + ¢S50+ 3000 = (¢S)∑ ábÓ©dÉH ≈£©J

?øµ‡ íHQ ÈcCG  ≥«≤ëàd Év«YƒÑ°SCG ™æ°üŸG É¡©«Ñj ¿CG Öéj »àdG Iõ¡LC’G OóY

 áØ∏µàdG  ¿GÎbGh ,QÉæjO  2¢S - ¢S60= (¢S)O ƒg äÉ©«Ñª∏d  »∏µdG  OGôjE’G  ¿GÎbG  ¿Éc GPEG   (3
 óéa ,Ée á©∏°S øe áéàæŸG äGóMƒdG OóY ¢S å«M ,QÉæjO ¢S8 + 20= (¢S)∑ ƒg á«∏µdG

.…ó◊G íHôdG

 OGôjEG Éªg ,QÉæjO 15 + ¢S8 - 2¢S2 = (¢S)∑ ,QÉæjO 20- 2¢S - ¢S16 = (¢S)O ¿Éc GPEG   (4
.øµÁ Ée ÈcCG íHôdG π©Œ »àdG ¢S áª«b óéa ,É¡àØ∏µJh áæ«©e á©∏°S äGóMh øe ¢S

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (5

 á«∏µdG áØ∏µàdG âfÉc GPEÉa .G kQÉæjO 90 ≠∏ÑÃ áæ«©e á©∏°S øe IóMGƒdG IóMƒdG ™fÉ°üŸG óMCG ™«Ñj   (6
:ábÓ©dÉH ≈£©J Év«YƒÑ°SCG á©∏°ùdG √òg øe IóMh  ¢S  êÉàfE’

.…ó◊G íHôdG óéa ,QÉæjO 100 + ¢S70+ 2¢S0^2 = (¢S)∑       
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 º«°ù÷G É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG ± å«M ,3 + ¿12 - 3¿2 = (¿)± :ábÓ©dG ≥ah º«°ùL ∑ôëàj   (1
.ç/Ω42 ¬àYöS …hÉ°ùJ ÉeóæY º«°ù÷G ´QÉ°ùJ óL .ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ ,QÉàeC’ÉH

 º«°ù÷G É¡©£≤j »àdG  áaÉ°ùŸG  ± å«M ,2(1- ¿) Ω = (¿)± :ábÓ©dG  ≥ah º«°ùL ∑ôëàj   (2
 ,ç/Ω12 …hÉ°ùJ m¿GƒK 4 ó©H áYƒ£≤ŸG º«°ù÷G áYöS âfÉc GPEG .ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ ,QÉàeC’ÉH

.Ω âHÉãdG áª«b óéa
 áØ∏µJ âfÉc GPEG .2Ω3750 ¬àMÉ°ùe ≠∏ÑJ å«ëH É¡æe π«£à°ùe AõL è««°ùJ OGôj ¢VQCG á©£b  (3
 óéa ,øjQÉæjO øjôNB’G ÚÑfÉ÷G øeh ,ÒfÉfO áKÓK ÚjRGƒàe ÚÑfÉL øe óMGƒdG  ‹ƒ£dG  ÎŸG

.áæµ‡ áØ∏c πbCG ≥«≤ëàd É¡é««°ùJ øµÁ »àdG ¢VQC’G á©£b OÉ©HCG
:óéa ,(¢S -6)2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (4

.¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢übÉæàdGh ójGõàdG äGÎa (  CG  
.(äóLh ¿EG) ¥ ¿GÎbÓd iô¨°üdGh ≈ª¶©dG º«≤dG (Ü 

 á«∏µdG áØ∏µàdG âfÉc GPEÉa ,QÉæjO 100 ≠∏ÑÃ áæ«©e á©∏°S øe IóMGƒdG IóMƒdG ™fÉ°üŸG óMCG ™«Ñj  (5
:ábÓ©dÉH ≈£©J Év«YƒÑ°SCG á©∏°ùdG √òg øe IóMh ¢S êÉàfE’ ÒfÉfódÉH

.…ó◊G íHôdG óéa ,G kQÉæjO 70+ ¢S40+   2¢S 0^3 = (¢S)∑       
 QÉÑàNG  ΩGóîà°SÉH  (äóLh  ¿EG)  iô¨°üdGh  ≈ª¶©dG  º«≤dG  óL  ,Ú«JB’G  ÚfGÎb’G  øe  πµd  (6

:á«fÉãdG á≤à°ûŸG
5 + ¢S12 - 2¢S3 - 3¢S2 = (¢S)¥  (  CG 

7 + ¢S3 - 3¢S = (¢S)¥  (Ü
1 = ¢S ÉeóæY ¥ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG ádOÉ©e óéa ,2(1- ¢S3)¢S = (¢S)¥  ¿Éc GPEG  (7

?øµÁ Ée ÈcCG Éª¡HöV π°UÉMh ,50 Éª¡Yƒª› ¿Gò∏dG ¿ÉÑLƒŸG ¿GOó©dG Ée  (8
 óéa ,Ée á©∏°S øe á©£b ¢S êÉàfE’ á«∏µdG áØ∏µàdG ¿GÎbG QÉæjO 2¢S3 + 40 = (¢S)∑ ¿Éc GPEG  (9

.á©∏°ùdG √òg øe á©£b 20 êÉàfE’ ájó◊G áØ∏µàdG
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36 = (¢S)n¥ π©Œ »àdG ¢S áª«b óéa ,3(4 - ¢S3) = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (10
 ,πFGóH á©HQCG Iô≤a πµd ,Oó©àe øe QÉ«àN’G ´ƒf øe äGô≤a â°S øe ∫GDƒ°ùdG Gòg ¿ƒµàj   (11

:í«ë°üdG πjóÑdG õeQ ∫ƒM IôFGO ™°V . í«ë°U §≤a É¡æe óMGh
 CG áª«b ¿EÉa ,3 = ¢S ÉeóæY áLôM áª«b 1 + ¢S12 - 2¢SCG = (¢S)¥ ¿GÎbÓd ¿Éc GPEG  (1)

:…hÉ°ùJ
2-  (O                      12  (`L                           6  (Ü                   2  (  CG  

 , (4) …hÉ°ùj (1¢U ,1¢S) á£≤ædG óæY 4(¢S -2) = ¢U ¿GÎbÓd ¢SÉªŸG π«e ¿Éc GPEG  (2)
:…hÉ°ùJ 1¢S áª«b ¿EÉa

3  (O                         2  (`L                        2-  (Ü                 3-  (  CG
:…hÉ°ùJ ¢S ÉeóæY iô¨°U áª«b ¥ ¿GÎbÓd ¿EÉa ,¢S4 - 2¢S = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3)

 4  (O                      4-  (`L                           2  (Ü              G kôØ°U  (  CG  
:»g 2 - ¢S2 - 2¢S = (¢S)¥ ¿GÎbÓd ójGõàdG IÎa  (4)

]1 ,∞-) (O                (∞ ,1] (`L                   ]1 ,0] (Ü           ]3 ,2] (  CG
 É¡©£≤j »àdG QÉàeC’ÉH áaÉ°ùŸG ± å«M ,3¿ -2¿6 = (¿)± :ábÓ©dG ≥ah º«°ùL ∑ôëàj  (5)
 ¬YQÉ°ùJ íÑ°üj ≈àM QÉàeC’ÉH º«°ù÷G É¡©£≤j »àdG áaÉ°ùŸG .á«fÉK ¿ √Qób øeR ‘ º«°ù÷G

:»g G kôØ°U
32  (O                      24  (`L                        16  (Ü                 12  (  CG

 áª«b ¿EÉa ,1 = ¢S óæY á«∏ë`e iô¨°U áª«b  2¢S3 - 3¢SCG = (¢S)¥ ¿GÎbÓd ¿Éc GPEG  (6)
:…hÉ°ùJ  CG âHÉãdG

      3  (O                     3 -  (`L                        2-  (Ü                    2  (  CG
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الفصلالفصلالفصلالفصلالفصلالفصل
الدراسيالدراسيالدراسيالدراسيالدراسيالدراسي

222222الثانيالثانيالثانيالثانيالثانيالثاني
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 º```````gCG  ó````MCG  π`eÉ`µ`àdG  tó`©`oj
 ¬`d Éª`d ;äÉ«°VÉjôdG ‘ äÉ``Yƒ°VƒŸG
 äÉ≤«Ñ£àdG øe Òãc ‘ IÒÑc á«ªgCG øe
 ,á`jOÉ°ü`à`b’G É``ª«``°S ’h ,á```«`∏ª©dG
 ,á«YÉªàL’Gh  ,á``«ª∏©dGh  ,á«°Sóæ¡dGh
 á°SGQO ¬``à°SGQO CGóH ó``bh .á``«fÉ°ùfE’Gh
 öûY ™HÉ``°ùdG ¿ô≤dG á``jÉ¡f ‘ á``≤«ªY
 äÉ«``°VÉjôdG AÉª∏Y øe áÑcƒc …OÓ«ŸG
 ¥Éë``°SEG …õ``«∏‚E’G π``ãe ,AÉ``jõ«ØdGh
 ÊÉŸC’Gh ,(Ω1727– Ω1642) øJƒ«f
 (Ω1716– Ω1646) õàæÑ«d Oô``ØJƒL
 ±É°ûàcG ‘ π°†ØdG Éª¡«dEG iõ©oj pøjò∏dG
 äÉ°SGQódG âdGƒJ …òdG ,πeÉµàdG º∏Y
 ¬JÉ≤«Ñ£J ‘ Qƒ£àdG ôªà°SGh ,¬H á≤∏©àŸG
 Ωƒ∏©dGh á``«JÉ«◊G ä’ÉéŸG ™``«ªL ‘

.áØ∏àîŸG
 √ò``g ‘ π``eÉµàdG á``°SGQO »``JCÉJ
 ´ƒ°Vƒe Éæà°SGQód k’Éªµà``°SG IóMƒdG
 ¿Éª∏Y πeÉµàdGh  π°VÉØàdÉa  ;π°VÉØàdG

.ôNB’G ÉªgóMCG ºªàj ¿ÉeRÓàe

¢U

¢S
 CG

Ü `L O
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:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg á°SGQO ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj
 äÉfGÎb’G  äÓeÉµJ  ÜÉ°ùM  ‘  πeÉµàdG  óYGƒb  ΩGóîà°SG  •
 á«°SC’Gh  ,(¢S2Éb  ,¢SÉàL  ,¢SÉL)  á«ã∏ãŸGh  ,Ohó◊G  äGÒãc

.á«©«Ñ£dG
.πeÉµàdG ‘ »©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿GÎb’G ΩGóîà°SG  •

.¬°üFÉ°üN ΩGóîà°SGh ,OhóëŸG πeÉµàdG ±ô©J  •
 äÓeÉµJ ÜÉ°ùM ‘ ¢†jƒ©àdÉH  πeÉµàdG  á≤jôW ΩGóîà°SG  •

.IOófi äÉfGÎbG
 ≈∏Y º«°ùL ácôëH ≥∏©àJ πFÉ°ùe πM ‘ πeÉµàdG ΩGóîà°SG  •

:øª°†àJh ,º«≤à°ùe §N
 É¡Ø°UƒH áYöùdGh ájGóÑdG á£≤f â«£YCG GPEG áaÉ°ùŸG ÜÉ°ùM -

.øeõdG ‘ ÉkfGÎbG
.áæ«©e äÉ«£©e øª°V áaÉ°ùŸGh áYöùdG ÜÉ°ùM  -

.É¡∏Mh ∫Óëª°V’Gh ƒªædG πFÉ°ùe áLòª`f  •
 ÚH IQƒ°üëŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe OÉéjEG ‘ πeÉµàdG ΩGóîà°SG  •

.äÉæ«°ùdG Qƒfih ≈æëæe
 ,»©«Ñ£dG  »ªàjQÉZƒ∏dG  :ÚfGÎb’G  øe  πc  á≤à°ûe  ÜÉ°ùM  •

.»©«Ñ£dG »°SC’Gh
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Integration التكامل الفصل
الأول

.π°VÉØàdÉH ¬àbÓYh OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG Ωƒ¡Øe ±ô©àJ 
.áæ«©e äÉfGÎb’ OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG óŒ 

.OhóëŸG πeÉµàdG ±ô©àJ 
.áæ«©e äÉfGÎb’ OhóëŸG πeÉµàdG óŒ 

.OhóëŸG πeÉµàdG ¢üFÉ°üN èàæà°ùJ 
.¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG ΩGóîà°SÉH áæ«©e äÉfGÎbG πeÉµJ óŒ 

äÉLÉàædG

التكامل غير المحدود

,5 + ¢S6 - 2¢S3 = (¢S)n¥ IóYÉ≤dÉH ¬à≤à°ûe ≈£©J …òdG ¥ ¿GÎb’G IóYÉb óL
 7 = (0)¥ ¿CÉH É kª∏Y

.á«fÉãdG IóMƒdG ‘ É¡à°SQO »àdG ¥É≤à°T’G óYGƒb Ωóîà°ùæ°S ,∫GDƒ°ùdG Gòg øY áHÉLEÓd
 QGó≤ŸG á≤à°ûe ¿EÉa Gò¡dh ,5 = n (¢S5) ¿CGh , ¢S6 -  = n (2¢S3 -) ¿CGh ,2¢S3 = n (3¢S) ¿CG º∏©J

.(5 + ¢S6 -  2¢S3) »gh ,áHƒ∏£ŸG IóYÉ≤dG »£©J (¢S5 + 2¢S3 - 3¢S)
?(5 + ¢S6 - 2¢S3) ¬à≤à°ûe …òdG ó«MƒdG ƒg (¢S5 + 2¢S3 - 3¢S) QGó≤ŸG πg ,øµdh

:∂dòd ,G kôØ°U …hÉ°ùJ âHÉãdG á≤à°ûe ¿CG ¥É≤à°T’G óYGƒb øe âª∏©J
5 + ¢S6 -  2¢S3 = n (¢S5 +  2¢S3 - 3¢S)

.…OóY âHÉK `L å«M ,5 + ¢S6 - 2¢S3 = n (`L + ¢S5 + 2¢S3 - 3¢S) ∂dòch
,(5 + ¢S6 - 2¢S3) …hÉ°ùJ É¡æe πc á≤à°ûe äÉfGÎb’G øe »FÉ¡f ’ OóY óLƒj ¬fEG …CG

 :á«JB’G áeÉ©dG á¨«°üdÉH ∂dP øY ÒÑ©àdG øµÁh
.âHÉK `L å«M , `L + ¢S5 +   2¢S3 - 3¢S = (¢S)¥

Indefinite Integral k’hCG
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 ¿GÎbÓd OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG º°SG  `L  + ¢S5 + 2¢S3 - 3¢S = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈∏Y ≥∏£oj
5 + ¢S6 - 2¢S3 = (¢S)n¥

:IQƒ°üdÉH ¢S Ò¨àŸG ≈dEG áÑ°ùædÉH (¢S) ¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG øY sÈ©ojh
.¢S   (¢S)n¥    

       .(á∏°üàŸG äÉfGÎbÓd) π°VÉØà∏d á«°ùµY á«∏ªY »g πeÉµàdG á«∏ªY ¿EG ∫ƒ≤dG øµÁ

مثال  (١)

2 = ¢S ÉeóæY  ¢U
¢S  óéa ,¢S  (¢S3 - 2¢S4)  = ¢U ¿Éc GPEG

الحل

¢S  (¢S3 - 2¢S4)  =¢U
:Úaô£dG ¥É≤à°TÉH

¢S3 - 2¢S4 = (¢S  (¢S3 - 2¢S4) )   ¢S   =  ¢U 
¢S 

10 = (2)3 -2(2)4 =  ¢U
¢S  ,2 = ¢S ÉeóæY

تعريف

:¿EÉa , kÓ°üàe ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG
.(πeÉµàdG âHÉK `L)  `L + (¢S)¥ = ¢S  (¢S)n¥  (1

.(¢S)¥ = ((¢S)¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG) á≤à°ûe  (2

1- = ¢S ÉeóæY  ¢U
¢S  óéa ,¢S   1-¢S4

1 +  2¢S   = ¢U ¿Éc GPEG

1تدريب 
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.âHÉK  CG å«M , `L + ¢SCG  =  ¢S   CG   (1

1- ≠ ¿ å«M , `L +  
1+¿¢S
1+¿   =      ¢S   ¿¢S  (2

`L + ¢SÉàL -  =   ¢S   ¢SÉL  (3

`L + ¢SÉL  =  ¢S   ¢SÉàL  (4

`L + ¢SÉX  =  ¢S   ¢S2Éb   (5

.(πeÉµàdG âHÉK `L å«M)       

مثال  (٢)

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe vÓc óL

  ¢S   1
¢S2ÉàL   

 (4       0 ≠ ¢S , ¢S
 

1
2¢S  

 ( 3         ¢S   2-  (2          ¢S   4¢S  (1

الحل

`L + ¢S2- = ¢S   2-  (2                `L +  
5¢S
5   = ¢S   4¢S   (1

  `L +  
1-
¢S   = `L + 

1-¢S
1-   = ¢S   2-¢S   = ¢S  1

2¢S   (3

.( π◊G äGƒ£N Q uôH ) `L + ¢SÉX = ¢S   ¢S2Éb   = ¢S  1
¢S2ÉàL  (4

:á«JB’G OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG óYGƒb êÉàæà°SG ∂æµÁ ,¥É≤à°T’G óYGƒb ∂à°SGQO ≈∏Y kAÉæH

فكر وناقش 
?1- ≠ ¿ ¿ƒµj ¿CG •Î°ûj GPÉŸ ,ÉgôcP ∞fB’G óYGƒ≤dG øe (2) ´ôØdG ‘
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:á«JB’G äÓeÉµàdG øe vÓc óL 
¢S   3¢S  (2                                         ¢S   (1

0 ≤ ¢S , ¢S   ¢S   (4                  0≠ ¢S , ¢S   5-¢S  (3

:OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG ¢üFÉ°üN ¢†©H √ò¡a ,π°VÉØà∏d á«°ùµY á«∏ªY ƒg πeÉµàdG ¿CG ÉÃ

:¿EÉa Gòd ;(¢S)n¥ CG = n¢U ¿EÉa ,âHÉK CG å«M ,(¢S)¥ CG =¢U ¿Éc GPEG  (1

`L + (¢S)¥  CG = ¢S   (¢S)n¥  CG = ¢S   (¢S)n¥ CG  = ¢S   n¢U  

.âHÉK CG å«M , ¢S  (¢S)∫  CG = ¢S  (¢S)∫ CG   :¿EG …CG

  :¿EÉa Gòd ;(¢S)n Ω + (¢S)n¥ =n ¢U ¿EÉa ,(¢S)Ω + (¢S)¥ = ¢U ¿Éc GPEG  (2

¢S  ( (¢S)Ω + (¢S)n¥ )   = ¢S   ¢U  

`L + (¢S)Ω + (¢S)¥ = ¢U

.¢S  (¢S)´  + ¢S  (¢S)∫   = ¢S  ( (¢S)´ + (¢S)∫ )     :¿EG …CG

  :¿EÉa Gòd ;(¢S)n Ω - (¢S)n¥ =n ¢U ¿EÉa ,(¢S)Ω - (¢S)¥ =¢U ¿Éc GPEG  (3

¢S  ((¢S)n Ω - (¢S)n¥)  = ¢S   n¢U 
`L + (¢S)Ω - (¢S)¥ = ¢U

.¢S  (¢S)´  - ¢S  (¢S)∫   = ¢S  ( (¢S)´ - (¢S)∫ )     :¿EG …CG

2تدريب 
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(٣) 

(٤) 

مثال 

مثال 

:»JB’G πeÉµàdG áª«b óL
¢S  (9 + 2¢S5 - ¢S3) 

:»JCÉj É‡ vÓc óL
0 ≠ ¢S , ¢S  

 
¢S5 -  2¢S

¢S  (2                ¢S  (1 - ¢S2)¢S  (1

الحل

الحل

¢S  9  + ¢S  2¢S5   - ¢S  ¢S3  =  ¢S  (9 + 2¢S5 - ¢S3) 
¢S  9 + ¢SO 2¢S  5 - ¢S  ¢S 3  =     

(3`L + ¢S9) + (2`L + 3¢S 5
3 ) - (1`L + 2¢S 3

2 )  =     

, `L + ¢S9 + 3¢S
  

5
3  - 2¢S  3

2   =     

 3`L + 2`L - 1`L = `L âHÉãdG å«M     

:»JCÉj Éªc πeÉµàdG á«∏ªY AGôLEG ºK ,Üö†dG á«∏ªY AGôLEG k’hCG Ú©àj  (1
¢S  (¢S - 2¢S2)   = ¢S  (1 - ¢S2)¢S        

:Ú«JB’G Ú∏eÉµàdG øe vÓc óL 
¢S  (¢SÉL3 - ¢S4)  (2             ¢S  ( 6

 ¢S  
- 2¢S3)  (1

3تدريب 
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:á«JB’G äÓeÉµàdG øe vÓc óL 
0< ¢S  , ¢S

 

¢S5 - 2¢S
 ¢S  

3  
  (2                         ¢S  2(3 + ¢S2)   (1

4- ≠ ¢S  , ¢S  
 

 64+ 3¢S
4 + ¢S    (4          3 ≠ ¢S , ¢S

 

15 - ¢S2 + 2¢S
3 - ¢S  

  (3

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

تدريب 

تدريب 

4

5

`L + 2¢S 1
2   - 3¢S 2

3   =                               

   :»JCÉj Éªc πeÉµàdG á«∏ªY AGôLEG ºK ,áª°ù≤dG á«∏ªY AGôLEG k’hCG Ú©àj  (2

 ¢S   1-¢S * (¢S5 - 2¢S)  =  ¢S  ¢S5-2¢S
¢S

¢S  (5 - ¢S)  =       

. `L + ¢S5 - 2¢S
 

1
2   =       

فكر وناقش 
.iôNCG á≤jô£H (4) ∫ÉãŸG øe (2) ´ôØdG sπ oM  (1

:á«JB’G äGƒ£ÿG AGôLEÉH ∂dPh ,¢S  (1-¢S2)2¢S3  :»JB’G πeÉµàdG OÉéjEG áeÉ°SCG OGQCG  (2

¢S  (1 - ¢S2)   × ¢S  2¢S3  = ¢S  (1 - ¢S2)2¢S3 
`L + (¢S - 2¢S) × 3¢S =                                            

.áeÉ°SCG πM ¢û pbÉf     
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:»JCÉj É‡ vÓc óL  (1

0 ≠ ¢S , ¢S
5¢S    (Ü                                     ¢S

 
1
2    (  CG 

 ¢S  2¢S3   (  O                               ¢S  (2¢S -2)   (`L

¢S
 

2-
5-¢S    (`g 

:»JCÉj É‡ vÓc óL  (2
¢S  (¢S2Éb3 + ¢S  

6  - 2¢S10)   (  CG 

¢S  (1 + ¢S4) (¢S - 2)   (Ü

¢S  ¢SÉàL ¢SÉX3   (`L

     2- ≠ ¢S , ¢S
 

8 + ¢S6 + 2¢S
2 + ¢S     ( O 

0 ≠ ¢S , ¢S
 
1+¢S4

¢S   = ¢U å«M ,5 = ¢S ÉeóæY 
 
¢U
¢S   óL  (3

 ,2 = (1-)¥ ¿Éch ,5 + 3¢S8 -¢S6 = (¢S)n¥ ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG  (4
.¥ ¿GÎb’G IóYÉb óéa

.(1)n ´ óéa ,5 - ¢S6 + 2¢S3 - 3¢S6 = ¢S  (¢S)n ´   ¿Éc GPEG  (5

ا�سئلة
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 áª«b óéa ,4 = (2)¥ ¿Éch , 5 - ¢S2 = (¢S)n¥ ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG  (6
.(1)¥

 ¿Éch , 3¢S4 + (¢S5 - 6)¢S3 = (¢S)n¥ ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG  (7
.(1)¥ áª«b óéa ,1- = (2)¥        

 ¿Éch ,G kôØ°U ≠ ¢S ,
3¢S8 + ¢S6 + 2¢S

 ¢S  
= (¢S)n¥ ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG ¥ ¿Éc GPEG  (8

.¥ ¿GÎb’G IóYÉb óéa ,12 = (1)¥       

áª«b óéa ,¢S2 - 3¢S6 - 2¢S6 = (¢S)n ∫ ¿Éch ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG ∫ ¿Éc GPEG  (9
.(1)∫ - (3)∫       
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تعريف

 ]Ü ,CG] IÎØdG ≈∏Y ¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG πeÉµàdG ¿EÉa , `L + (¢S)´ = ¢S  (¢S)¥   ¿Éc GPEG

:Oó©dG ≈ qª°ùoj å«M ,( CG )´ - (Ü)´ = ¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 :ƒg  

.OhóëŸG πeÉµà∏d »∏Ø°ùdG ó◊G :  CG         

.OhóëŸG πeÉµà∏d …ƒ∏©dG ó◊G :Ü        
]
CG

Ü
(¢S)´ : õeôdÉH ( CG )´ - (Ü)´ …Oó©dG QGó≤ŸG ≈dEG õ neôojh        

مثال  (١)

¢S  2¢S3
1

2

 óL

É k«fÉKالتكامل المحدود

.¢S  (¢S)n¥4
1-

2

:»JB’G πeÉµàdG áª«b óéa ,5 = (2)¥ ,3 = (1-)¥ ¿Éc GPEG

The Definite Integral

 øe  Év«FÉ¡f’  G kOóY  »£©j  ¥  ¿GÎbÓd  OhóëŸG  ÒZ  πeÉµàdG  ¿CG  ≥HÉ°ùdG  ¢SQódG  ‘  âª∏©J
 áª«b ‘ É¡æ«H Éª«a ∞∏àîJ äÉfGÎb’G ¿CGh ,(âHÉK `L å«M , `L + (¢S)´) á¨«°üH äÉfGÎb’G

.(¢S)¥ = n (`L + (¢S)´) :å«M ,`L âHÉãdG

الحل

( `L +3(1)) - ( `L +3(2)) = ]
1

2
(`L + 3¢S) = ¢S  2¢S3

1

2

     

7 =  `L -1 - `L + 8 =                          
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مثال  (٢)

¢S  (5 + ¢S12 - 2¢S3)
2

1-

:»JB’G πeÉµàdG áª«b óL

الحل

 ,(?GPÉŸ) (`L) πeÉµàdG âHÉK øe á«dÉN ájOóY áª«b ¿ƒµj OhóëŸG πeÉµà∏d »FÉ¡ædG œÉædG ¿CG ß pM’
.OhóëŸG πeÉµàdG ‘ πeÉµàdG âHÉK πgÉŒ øµÁ Gò¡dh

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL

¢S
  

6
 ¢S  4

1

(1

 ¢S
4
3(¢S)14

0

1

(2

1تدريب 

 ]
2

1-

(¢S5 + 2¢S6 - 3¢S)  = ¢S  (5 + ¢S12- 2¢S3)
2

1-

     

(10 + 24 - 8) - (5 - 6 - 1-)  =  
6- = (6-) -12-  =  

فكر وناقش 

 .∂àHÉLEG Q uôH ?OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG AGôLEG óæY πeÉµàdG âHÉK πgÉŒ øµÁ πg
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الحل

.(?GPÉŸ)  G kôØ°U =  ¢U
¢S  

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

.Ü âHÉãdG áª«b óéa ,9 = ¢S  ¢S6
1

Ü

¿Éc GPEG

تدريب 

تدريب 

2

3

مثال  (٣)

 ¢U
¢S   áª«b óéa , ¢S  (3 + 5¢S3 - 3¢S4)

1

1

= ¢U ¿Éc GPEG 
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ا�سئلة

:»JCÉj É‡ πc áª«b Ö°ùMG  (1

¢S    ¢S     83
1

8

1

 (Ü                                                 ¢S  2- 
1

6

 (  CG

    ¢S  (1 +¢S) (2 -¢S3)
2-

2

 (  O             ¢S  (7 +  4¢S5 - 3¢S8 + ¢S2)
0

2

(`L

 .Ω âHÉãdG áª«b óéa ,20 = ¢S  4
1-

Ω

¿Éc GPEG  (2

  áª«b óéa ,1 + ¢S2 = (¢S)n¥ ¿Éch ,]5 ,1] IÎØdG ≈∏Y Éka sô© oe ¥ ¿GÎb’G ¿Éc GPEG  (3
.(1)¥ - (5)¥        

 ¢S  (3 + 2¢S6 - ¢S4)
2

2

:»JB’G πeÉµàdG áª«b Ö°ùMG  (4

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b Ö°ùMG  (5

¢S  2(3 - ¢S2)
1

1-

(Ü  ¢S  (2¢S2 - 4)¢S3 
1

2

 (  CG 

¢S  
 

7 - ¢S6 + 2¢S
1 - ¢S

0

2-

 (`L

 .(2)¥ áª«b óéa ,17-  = (5)¥ ¿Éch ,13 = ¢S  (¢S)n¥
5

2

 ¿Éc GPEG  (6
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á«£ÿG ¢üFÉ°üÿG

.âHÉK ∫ å«M ,¢S  (¢S)¥
CG

Ü

∫  = ¢S  (¢S)¥ ∫
CG

Ü

  (1

¢S  (¢S)´
CG

Ü

+ ¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 = ¢S  ((¢S)´ + (¢S)¥)
CG

Ü

  (2

¢S  (¢S)´
CG

Ü

- ¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 = ¢S  ((¢S)´ - (¢S)¥)
CG

Ü

  (3

É kãdÉKخصائص التكامل المحدودProperties of the Definite 
Integral

نشاط (١)

¢S  2¢S3
1

4

 :»JB’G πeÉµàdG áª«b Ö°ùMG ( CG   (1 

¢S  2¢S
1

4

3  áª«b Ö°ùMG (Ü 
.∂àHÉLEG Q uôH ?ßMÓJ GPÉe  (`L  

¢S  (2¢S6 + 5 - ¢S6)
1-

2

 :»JB’G πeÉµàdG áª«b Ö°ùMG ( CG   (2 

  ¢S  2¢S6
1-

2

 + ¢S  5
1-

2

 - ¢S  ¢S6
1-

2

 :áª«b Ö°ùMG (Ü  

 .∂àHÉLEG Q uôH ?ßMÓJ GPÉe (`L 

مثال  (١)

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,2- = ¢S  (¢S) `g
1

3

 , 6 = ¢S  (¢S)¥
1

3

 ¿Éc GPEG 

¢S  (4 + (¢S)¥6 - (¢S) `g3)
1

3

 (2                            ¢S  (¢S)¥2
1

3

 (1
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الحل

¢S  (¢S)¥
1

3

 2 = ¢S  (¢S)¥2
1

3

 (1 

12 = (6)2 =                                  

¢S  
1

3

4 + ¢S  (¢S)¥
1

3

6 - ¢S  (¢S) `g
1

3

3 = ¢S  (4 + (¢S)¥6 - (¢S) `g3)
1

3

 (2

     ]
1

3
(¢S4) + (6)6 - (2-)3  =                                                              

  34-  = (4 -12) + 36 - 6-  =                                                              

1تدريب 

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,5 = ¢S  (¢S)´
1-

2

   ,2- = ¢S  (¢S)∫2
1-

2

 ¿Éc GPEG 

¢S  (¢S2 - (¢S)∫3 - (¢S)´2) 
1-

2

 (2        ¢S
 

(¢S)´5
2

1-

2

(1

نشاط (٢)

.∂àHÉLEG Q uôH ?ßMÓJ GPÉe ,¢S  (5 - 2¢S3 + ¢S4)
Ü

Ü

 :»JB’G πeÉµàdG áª«b Ö°ùMG  (1

:Ú«JB’G Ú∏eÉµàdG øe πc áª«b Ö°ùMG  (2

¢S  2¢S6
3

1

(Ü                             ¢S  2¢S6
1

3

 ( CG       

.∂àHÉLEG Q uôH ?ßMÓJ GPÉe       
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مثال  (٢)

:»JCÉj É‡ vÓc óéa ,4 = ¢S  (¢S)¥
1

6

 ,2 = ¢S  (¢S)¥2
1

5

 ¿Éc GPEG

¢S  (¢S)¥ 
6-

6-

 (3                     ¢S  (¢S)¥ 
5

6

(2                          ¢S  (¢S)¥
5

1

 (1

.G kôØ°U = ¢S  (¢S)¥
CG

CG

 (1

¢S  (¢S)¥
Ü

CG

-  = ¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 (2

.(áaÉ°VE’G á°ü«°üN) ¢S  (¢S)¥
CG

`L

= ¢S  ¢S)¥
Ü

`L

+ ¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 (3

.(`L ,CG ÚH Ü áª«b ¿ƒµJ ¿CG áaÉ°VE’G á°ü«°üN ‘ •Î°ûoj ’)

:OhóëŸG πeÉµà∏d á«JB’G ¢üFÉ°üÿG ≈dEG π°UƒàdG ∂æµÁ ,(2) •É°ûædG ‘ ∂JÉHÉLEG ≈∏Y kAÉæH

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b Ö°ùMG  (3

¢S  (1 - ¢S2)
2

5

(Ü                      ¢S  (1 - ¢S2)
1

2

 (  CG 

¢S  (1 - ¢S2)
1

5

(`L

?ßMÓJ GPÉe       
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الحل

2تدريب 

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,4 = ¢S  (¢S)¥
1-

6

 , 5 = ¢S
  

(¢S)¥
3  1-

2

¿Éc GPEG

¢S  (¢S)¥
6

2

  (2                       ¢S  (¢S)¥2
2

1-

  (1

2 = ¢S  (¢S)¥2
1

5

 (1

:èàæj ,2 ≈∏Y Úaô£dG øe πc áª°ù≤Hh ,2 = ¢S  (¢S)¥
1

5

2

.(?GPÉŸ)  1- = ¢S  (¢S)¥
5

1

  :¬æeh ,1 = ¢S  (¢S)¥
1

5

         

.(?GPÉŸ)  ¢S  (¢S)¥
1

6

+ ¢S  (¢S)¥
5

1

 = ¢SO (¢S)¥
5

6

    (2

3 = 4 + 1- =              

.(?GPÉŸ) G kôØ°U = ¢S  (¢S)¥
6-

6-

    (3

3تدريب 

¢S  (¢S)¥
2

5

 :»JB’G πeÉµàdG áª«b óéa ,18 = ¢S  (4 - (¢S)¥3)
2

5

 ¿Éc GPEG
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4تدريب 

.Ω âHÉãdG áª«b óéa ,0 = ¢S  (¢S)¥
 1+ 3Ω

7-

 ¿Éc GPEG   (1

.¿ âHÉãdG áª«b óéa ,0 = ¢S  (3 - ¢S2) 
¿

1

¿Éc GPEG   (2

الحل
:¿EÉa ,áeƒ∏©e ÒZ ¥ ¿GÎb’G IóYÉbh ,G kôØ°U …hÉ°ùJ OhóëŸG πeÉµàdG áª«b ¿CG ÉÃ  (1

πeÉµà∏d »∏Ø°ùdG ó◊G = πeÉµà∏d …ƒ∏©dG ó◊G       
CG  + 2 = 4 -2CG       

.(?GPÉŸ) 0 = 6 - CG -2CG       
 0 = (2 + CG) (3 - CG)       
2- =  CG  :hCG ,3 = CG  :¬æeh

]
1

Ü

(¢S - 2¢S) =  ¢S  (1 - ¢S2)
1

Ü

  (2
 (1-2(1)) - (Ü -2Ü) =  0                                  

 (1 -Ü) Ü =  0                                  
.(?GPÉŸ) 1 = Ü  hCG ,0 = Ü  ∴

مثال  (٣)

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,0 =  ¢S  (¢S)¥
CG+2

4-2CG

 ¿Éc GPEG  (1

.Ü âHÉãdG áª«b óéa ,0 = ¢S  (1 - ¢S2)
1

Ü

¿Éc GPEG  (2
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:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,4 = ¢S  (¢S)¥
4

5

 ,12 = ¢S  (¢S)¥2
1

4

 ¿Éc GPEG  (1

¢S  (¢S)¥
5

1

 (Ü        ¢S  (¢S)¥3
4

1

 (  CG 

¢S  (¢S2 + (¢S)¥)
5

4

 (`L

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,5 = ¢S  (1 + (¢S) `g) 
2

1-

 ,3 = ¢S
  

(¢S)∫
2  

1-

2

¿Éc GPEG  (2

    ¢S  ((¢S)∫3 + ¢S2 - (¢S) `g3)
1-

2

 (Ü                 ¢S  (¢S) `g
2

1-

 (  CG 

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,0 = ¢S  (¢S)¥
1- CG

7+CG5

  ¿Éc GPEG  (3

.Ω âHÉãdG áª«b óéa ,0 = ¢S  (¢S4 - 2)
3

Ω

 ¿Éc GPEG  (4

:»JB’G πeÉµàdG áª«b óéa ,9 = ¢S  (5 - (¢S)¥3)
4

1

 ¿Éc GPEG  (5

¢S  (1 + (¢S)¥2)
1

4

 

.∫ âHÉãdG áª«b óéa ,6 = ¢S  (1 - ¢S2)
0

∫

  ¿Éc GPEG  (6

ا�سئلة
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É k©HGQالتكامل بالتعويض

:»JB’G πeÉµàdG áª«b óL

¢S  9 + 2¢S   ¢S2
0

4

 

Integration by Substitution

 äÉfGÎbG  ÜöV á«∏ªY OƒLƒd  ;É k≤HÉ°S  É¡àª∏©J  »àdG  ≥FGô£dÉH  πeÉµàdG  Gòg ÜÉ°ùM øµÁ ’
 ,πeÉµàdG Gòg ÜÉ°ùM ‘ ¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG á≤jôW Ωóîà°ùf ∂dòd ,É¡£«°ùÑJ Ö©°üj πeÉµàdG πNGO
 IQƒ°üHh  ,ójóL Ò¨àe  ád’óH  πeÉµàdG  áHÉàµd  Ö°SÉæe  ¢†jƒ©J  ∫Éª©à°SG  ≈∏Y  Ωƒ≤J  á≤jôW  »gh

.É¡d πeÉµàdG á«∏ªY AGôLEG π¡°ùj

مثال  (١)

¢S  2(5 + 3¢S)  2¢S3  :»JB’G πeÉµàdG áª«b óL

الحل
:á«JB’G äGƒ£ÿG Ö°ùM ∂dPh ,¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG á≤jôW ΩGóîà°SÉH πeÉµàdG Gòg áª«b OÉéjEG øµÁ

¢U = ¢Sƒ≤dG πNGO ‘ Ée ¿CG ¢VôaG  (1
5 + 3¢S = ¢U ¿CG ¢VôaG

:»JCÉj Éªc ,(¢U) ójó÷G Ò¨àŸG ád’óH Üƒ∏£ŸG πeÉµàdG ∫ uƒM  (2
5 + 3¢S = ¢U

¢S  2¢S3 = ¢U  :¬æeh , 2¢S3 =
 

¢U
¢S   :¥É≤à°T’ÉH

:èàæj ,πeÉµàdGh äGQÉ°üàN’Gh äÉ°†jƒ©àdG AGôLEGh πeÉµàdG ≈dEG IOƒ©dÉH  (3
             (¢S  2¢S3) 2(¢U)    =   ¢S  2(5 + 3¢S) 2¢S3  
`L + 

3¢U
3  

  =   ¢U  2¢U    =                                        
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:πeÉµàdG œÉf ¿ƒµ«a ,(¢S) Ò¨àŸG ád’óH ¢†jƒ©àdG póYnCG  (4

  `L +
 

3(5 + 3¢S)
3   = ¢S  2(5 + 3¢S) 2¢S3 

مثال  (٢)

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b óL
¢S  (1 - ¢S2)ÉàL6   (2             ¢S  5 + ¢S + 2¢S  (1 + ¢S2)  (1

¢S
 

1
  1 + ¢S5

 
3

0

(4                                    ¢S
  

¢S6
  1 + 2¢S 3

0

2

(3 

فكر وناقش 
  .áë«ë°U ∂àHÉLEG ¿CG øe ≥≤–h ,iôNCG á≤jô£H (1) ∫ÉãŸG ‘ πeÉµàdG áª«b óL

1تدريب 

¢S  7(2¢S2 + 3¢S) (¢S4 + 2¢S3) 21    :»JB’G πeÉµàdG áª«b óL

الحل

    ¢S  5 + ¢S + 2¢S  (1 + ¢S2)  (1
5 + ¢S + 2¢S = ¢U ¿CG ¢VôaG

                      ¢S  (1 + ¢S2) =¢U  :¬æeh , 1 + ¢S2 =
 

¢U
¢S               

¢S  (1 + ¢S2) 5 + ¢S + 2¢S    =  ¢S  5 + ¢S + 2¢S  (1 + ¢S2)  

¢U    ¢U    =   
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`L +
3
2(¢U)

 
2
3  

 = ¢U
1
2(¢U)   = 

`L +   3¢U   2
3   = 

`L + 
3( 5+¢S + 2¢S)   2

3  = 
¢S  (1 - ¢S2)ÉàL6   (2

1 - ¢S2 =¢U ¿CG ¢VôaG         

¢S  2 = ¢U  :¬æeh ,2 = 
 

¢U
¢S               

.(?GPÉŸ)  ¢U  ¢UÉàL3   =  ¢S  (1 - ¢S2)ÉàL6              
`L + ¢UÉL3 =                                                    

`L + (1 - ¢S2)ÉL3 =                                                    

  ¢S
  

¢S6
  1+ 2¢S 3

  :OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG k’hCG óL  (3

1 + 2¢S =¢U ¿CG ¢VôaG

¢S  ¢S2 = ¢U  :¬æeh ,¢S2 = 
 

¢U
¢S        

 .(?GPÉŸ)   ¢U  3 ¢U
1   =    ¢S

  

¢S6
  1 + 2¢S 3

       

¢U  
1-
3(¢U)

 
3   =                                      

`L +
2
3(¢U) ( 3

2  ) 3  =                                       

`L + 2( 1 +  2¢S) 3

 
9
2   =                                       

9
2  - 25 3

 
9
2    =  ]

0

2

( 2(1 +  2¢S) 3

 
9
2 )  =  ¢S

  

¢S6
  1 + 2¢S 3

0

2

  ¿ƒµ«a        

3
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:»JCÉj Éªc ¢S º«b øe k’óH ¢U º«b ‘ ¢†jƒ©àdG øµÁ 
5 = 1 + 2(2) = ¢U  , 2 = ¢S ÉeóæY
1 =  1 + 2(.) = ¢U  , 0 = ¢S ÉeóæY

   ]
1

5
 2¢U 3

 
9
2   = OhóëŸG πeÉµàdG áª«b ∴

9
2   - 25 3

 
9
2   =                

  ¢S  
 

1
  1 + ¢S5  

 (4

1 + ¢S5 = ¢U ¿CG ¢VôaG       

¢S  5 = ¢U   :¬æeh , 5 = ¢U
¢S              

.(?GPÉŸ) ¢U   1
5  

 ¢U
1

 
 = ¢S  

 

1
  1+ ¢S5  

            

¢U   
1-
2(¢U)

 
1
5    =

`L + 
1
2(¢U) (2)

 
1
5    =

`L + ¢U
 

2
5   = 

`L + 1 + ¢S5   2
5   = 

]
3

0

 1 + ¢S5   2
5  = ¢S

 

1
  1+ ¢S5

 
3

0

 πeÉµàdG áª«b

6-
5  = (4) 2

5  - (1)  2
5   =                                                      
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تدريب 

تدريب 

2

3

.πeÉµàdG OhóM ‘ ¢†jƒ©àdÉH ¢U º«b ΩGóîà°SÉH (2) ∫ÉãŸG øe (4) ´ôØdG sπ oM

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b óL
¢S  (2¢S -1)2Éb ¢S2   (2                             ¢S  5-(1 + 2¢S)¢S3    (1 

¢S
  

1
   1 + ¢S 5 

 0

3

(4          ¢S  1 - 2¢S2 - ¢S 3(1 - ¢S4)
1

1-

(3 

4تدريب 

:»JCÉj É‡ πeÉµJ πc áª«b óL
1- ≠ ¿ ,0 ≠ CG ,¿ÉàHÉK Ü ,CG å«M , ¢S  ¿(Ü + ¢SCG)  (1

0 ≠ CG ,¿ÉàHÉK Ü ,CG å«M , ¢S  (Ü + ¢S CG)ÉàL  (2

:¿EÉa ,1- ≠ ¿ ,0 ≠ CG ,ÚàHÉK Ü ,CG ¿Éc GPEG

`L +
  

1+¿(Ü + ¢SCG)
(1+ ¿) CG   =     ¢S  ¿(Ü + ¢SCG)  (1

 `L +
  

(Ü + ¢SCG)ÉàL -
CG   =  ¢S  (Ü + ¢SCG)ÉL  (2

`L +
  

(Ü + ¢SCG)ÉL
CG   = ¢S  (Ü + ¢SCG)ÉàL  (3

 `L +
  

(Ü + ¢SCG)ÉX
CG   =  ¢S  (Ü + ¢SCG)2Éb  (4

:á«JB’G óYGƒ≤dG êÉàæà°SG øµÁ ,(4) ÖjQóàdG πM ≈∏Y kAÉæH
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مثال  (٣)

الحل

        ¢S
1-
3(1 -¢S2)

0

13-

 = ¢S
  

1
  1- ¢S2 3

0

13-

        ]
0

13-

 

2
  3(1 - ¢S2) ( 3

2 )  1
2

 
 =  

  
  
 2(1-) 3 3

4  -  
2(27-) 3  3

4   =  

6 =  24
4  =  3

4  - 27
4   =  

5تدريب 

:»JCÉj É‡ πeÉµJ πc áª«b óL

¢S  5(¢S2 -1)6
1-

2

 (1

¢S  (¢S4 -1)ÉL12    (2 

¢S
  

1
  1 - ¢S2 3

0

13-

 :»JB’G πeÉµàdG áª«b óL
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:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πeÉµJ πc áª«b OÉéjE’ Ö°SÉæŸG ¢†jƒ©àdG ÖàcG  (1

¢S  2(2 - 3¢S2) 5 2¢S6   (Ü                  ¢S  4(2¢S - ¢S) (¢S2 -1)   (  CG

¢S
  

9 - ¢S3
2(¢S6 - 2¢S)    (  O        ¢S  (2¢S - 3¢S)2Éb (2¢S3 - ¢S2)   (`L

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b óL  (2
¢S  5(1 + ¢S4 -2¢S2) (1 - ¢S)   (Ü                             ¢S  

2(2 - ¢S3) 3   (  CG

¢S  (1 + 4¢S)ÉL 3¢S2   ( O                                  ¢S  (¢S -2)2Éb 2  (`L

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b Ö°ùMG  (3

¢S  3(1 -  3¢S)2¢S3
1-

1-

(Ü                                 ¢S  1 + ¢S4  
0

2

 (   CG

¢S   
¢S2 -3 

2(¢S3- 2¢S)   
1

2

(  O                           ¢S  1 - 2¢S 3 ¢S2 
1

0

(`L

¢S  (3¢S)n¥ 2¢S3
2-

3

 :»JB’G πeÉµàdG áª«b óéa ,6- = (27)¥ ,5 = (8-)¥ ¿CG âª∏Y GPEG  (4

¢S  (1 + 2¢S)¥ ¢S8
1-

2

:»JB’G πeÉµàdG áª«b óéa ,3 = ¢S  (¢S)¥
5

2

 ¿CG âª∏Y GPEG  (5

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (6

ا�سئلة
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Integral Applications
تطبيقات التكامل الفصل

الثاني

.πeÉµàdG ΩGóîà°SÉH á«°Sóæg πFÉ°ùe π– 
.πeÉµàdG ΩGóîà°SÉH á«FÉjõ«a πFÉ°ùe π– 

.OhóëŸG πeÉµàdG ΩGóîà°SÉH äÉæ«°ùdG Qƒfih Ú©e ¿GÎbG ≈æëæe ÚH á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óŒ 

äÉLÉàædG

k’hCGتطبيقات هندسيةGeometric Applications

 ≈æëæŸ  ¢SÉªŸG  π«e  ¿CGh  ,(2 ,1-) á£≤ædÉH  ôÁ  √Éæëæe  ¿CÉH  É kª∏Y  ,¥ ¿GÎb’G  IóYÉb  óL
:IóYÉ≤dÉH ≈£©j (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G

 1 - ¢S2 = (¢S)n¥

مثال  (١)

:IóYÉ≤dÉH ≈£©j (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY √ÉæëæŸ ¢SÉªŸG π«e ¿CÉH É kª∏Y ,¥ ¿GÎb’G IóYÉb óL
.(3 ,1-) á£≤ædÉH ôÁ √Éæëæe ¿CGh ,¢S8 - 2¢S3 = (¢S)n¥ 

 ((CG)¥ ,CG) √Éæëæe ≈∏Y á£≤f …CG óæY (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e ¿CG É k≤HÉ°S âª∏©J
.CG = ¢S ÉeóæY ¥É≤à°TÓd πHÉb ¿GÎbG ¥ å«M ,( CG )n¥ …hÉ°ùj

 óæY (¢S)n¥ ¬∏«e áaô©Ã ¥ ¿GÎb’G IóYÉb OÉéjEG ÉææµÁ ¬fEÉa ;π°VÉØà∏d á«°ùµY á«∏ªY πeÉµàdG ¿C’h
.√Éæëæe ≈∏Y §≤ædG ióMEG »«KGóMEGh ,(¢U ,¢S) √Éæëæe ≈∏Y á£≤f …CG
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مثال  (٢)

 ≈£©j  (¢U ,¢S)  á£≤ædG  óæY  √ÉæëæŸ  ¢SÉªŸG  π«e  ¿CÉH  É kª∏Y  ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G  IóYÉb  óL
  .¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ≈∏Y ™≤J (1 ,4-) á£≤ædG ¿CGh , 9 + 2¢S  ¢S  =

 
¢U
¢S  :IóYÉ≤dÉH

الحل
¢S8 - 2¢S3 = (¢S)n¥

:èàæj ,Úaô£dG øe πµd ¢S Ò¨àŸG ≈dEG áÑ°ùædÉH πeÉµàdG AGôLEÉH

¢S  (¢S8 - 2¢S3)  = ¢S  (¢S)n¥ 
`L + 2¢S4 - 3¢S = (¢S)¥

3 = (1-)¥ ¿EG …CG ;(3 ,1-) á£≤ædÉH ôÁ ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe øµd
`L + 2(1-)4 -3(1-) = (1-)¥

8 = `L :¬æeh ,`L + 4 -1- = 3          
8 + 2¢S4 -  3¢S = (¢S)¥ ¿GÎb’G IóYÉb ∴

1تدريب 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

¢U
¢S   = (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY ¢U ábÓ©dG ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e

                   9 + 2¢S  ¢S  =
  

¢U
¢S                 

الحل
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2تدريب 

 á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e ¿CÉH É kª∏Y ,(14)¥ áª«b óL
.(5 ,0) á£≤ædÉH ôÁ √Éæëæe ¿CGh ,1 - ¢S2 3 6 = (¢S)n¥ : IóYÉ≤dÉH ≈£©j (¢U ,¢S)

¢S     9 + 2¢S  ¢S  =  ¢U    

¢S     9 + 2¢S  ¢S   =  ¢U  

.(πeÉµàdG OÉéjEG äGƒ£N í u°Vh)     `L + 3(9 + 2¢S)
  

1
3   =  ¢U    

4-  = ¢S ÉeóæY 1 = ¢U øµd

`L + 3(9 + 2(4-) )   1
3   = 1        

122-
3  = `L :¬æeh

122
3   - 3(9 + 2¢S)

  
1
3   = ¢U ¿GÎb’G IóYÉb ∴
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ا�سئلة

…hÉ°ùj (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e ¿Éc GPEG  (1
5 = (0)¥ ¿CÉH É kª∏Y ,¥ ¿GÎb’G IóYÉb óéa ,(3¢S9 + ¢S2 - 6)  

 (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ≈æëæª∏d ¢SÉªŸG π«e ¿Éc GPEG ,¥ ¿GÎb’G IóYÉb óL  (2

.(4 ,0) á£≤ædÉH ôÁ ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ¿Éch , 
 

¢S2
 8  + 2¢S 3

 
 = (¢S)n¥ :IóYÉ≤dÉH ≈£©j  

…hÉ°ùj (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ≈æëæª∏d ¢SÉªŸG π«e ¿CÉH É kª∏Y ,(1)¥ áª«b óL  (3
.(7 ,1-) á£≤ædÉH ôÁ ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ¿CGh ,4(4 + ¢S5)25  

:IóYÉ≤dÉH ≈£©j (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY ∫ ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e ¿Éc GPEG  (4
.(3 ,0) á£≤ædÉH ôÁ √Éæëæe ¿CÉH É kª∏Y ,∫ ¿GÎb’G IóYÉb óéa ,(¢S3 - 4)¢S2 = (¢S)n ∫  

 ,0 ≠ ¢S
   

¢S5 - 2¢S2
¢S   = (¢S) n `g  IóYÉ≤dÉH ≈£©j `g ¿GÎb’G ≈æëæŸ ¢SÉªŸG π«e ¿Éc GPEG  (5

.(5 ,1-) á£≤ædÉH ôÁ `g ¿GÎb’G ≈æëæe ¿CÉH É kª∏Y ,(2) `g óéa
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É k«fÉKتطبيقات فيزيائيةPhysical Applications

 å«M ,ç/Ω (5 + ¿2) = (¿)´ :á``bÓ©dÉH ¬àYöS ≈£©Jh ,º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ô``ëàj
 .Ω 3 = (0)± »FGóàH’G ¬©bƒe ¿CÉH É kª∏Y ,ácô◊G AóH øe Úà«fÉK ó©H º«°ù÷G ™bƒe óL .ÊGƒãdÉH øeõdG :¿

مثال  (١)

 âfÉc  GPEG  .Ω 4 = (0)± »FGóàH’G ™bƒŸG  øe ≥∏£fG  å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ôëàj
 Qhôe ó©H ¬©bƒe óéa ,ç/Ω (2¿6 + ¿2 -6) = (¿)´ :ábÓ©dÉH ≈£©J á«fÉK ¿ Qhôe ó©H ¬àYöS

.ácô◊G AóH øe m¿GƒK çÓK

 ≈£©j (¿)± ¬©bƒe ¿ƒµj …òdGh ,º«≤à°ùe §N ≈∏Y ∑ôëàj …òdG º«°ù÷G áYöS ¿CG âaô©J

 (¿) √QGó≤e øeR Qhôe ó©H  ¬YQÉ°ùJ  ¿CGh  , ±
¿  = (¿)n±  = (¿)´:»g ,øeõdG  ™e ábÓ©H

 áYöùdG  hCG  ,áYöùdG  QGó≤e áaô©Ã áaÉ°ùŸG  áaô©e øµÁ Gò¡dh , ´
¿  = (¿)n ´ = (¿)ä :ƒg

.´QÉ°ùàdG QGó≤e áaô©Ã áYöùdG áaô©e É k°†jCG øµÁh ,´QÉ°ùàdGh

 ±
¿   = (¿)´ øµd ,2¿6 + ¿2 - 6 = (¿)´

2¿6 + ¿2 - 6  =  ±
¿        

¿  (2¿6 + ¿2 - 6)   = ±              
`L + 3¿2 + 2¿ - ¿6  =  ±                

.(?GPÉŸ)  4 = `L :¬æeh ,4 =  (0 )±  øµd
4 + 3¿2 + 2¿ - ¿6 =  (¿)± :¬æeh

 67 = 4 + 54 + 9 - 18  =  (3)± ∴    

.Ω67 = ácô◊G AóH øe m¿GƒK çÓK Qhôe ó©H º«°ù÷G ™bƒe ∴

الحل
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مثال  (٢)

 ≈£©j É¡bÓ£fG øe á«fÉK ¿ Qhôe ó©H É¡YQÉ°ùJ ¿EG  å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y ájOÉe á£≤f ∑ôëàJ
 ¿CGh ,Ω2 = (0)± »FGóàH’G É¡©bƒe ¿CG  âª∏Y GPEG  .2ç/Ω (20 - ¿12) = (¿)ä :ábÓ©dÉH

:óéa ,ç/Ω 3 = (0)´ á«FGóàH’G É¡àYöS
.É¡bÓ£fG øe Úà«fÉK Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG áYöS  (1

.É¡bÓ£fG øe m¿GƒK çÓK Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG ™bƒe  (2

20 - ¿12  =   (¿)ä  (1 

20 - ¿12  =  ´
¿  

¿  (20 - ¿12)  =  ´  

¿  (20 - ¿12)   =  ´   
1`L + ¿20 - 2¿6 =  ´ 

3 = 1`L :¬æeh  ,3 =  (0)´ :øµd      
3 +¿20 -2¿6 = (¿)´ ∴ 

 .ç/Ω13- = 3 +40 - 24 =  (2)´ :¬æeh      
.ç/Ω 13- »g É¡bÓ£fG øe Úà«fÉK Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG áYöS ¿EG …CG        

الحل

1تدريب 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (1 
 ≈£©J ácô◊G AóH øe á«fÉK (¿) Qhôe ó©H ¬àYöS ¿EG å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ôëàj  (2
 ,ácô◊G AóH øe IóMGh á«fÉK Qhôe ó©H ¬©bƒe óL .ç/Ω (2(¿2 +1) 6) = (¿)´ :ábÓ©dÉH

.Ω 5 = (0)± »FGóàH’G ¬©bƒe ¿CÉH É kª∏Y
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2تدريب 

 ¬àYöS âfÉc GPEG .2ç/Ω 12 = (¿)ä √QGó≤e âHÉK ´QÉ°ùàHh ,º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ôëàj 
:óéa ,Ω 3 = (0)± »FGóàH’G ¬©bƒeh ,ç/Ω 5 = (0)´ á«FGóàH’G

.ácô◊G AóH øe m¿GƒK ™HQCG Qhôe ó©H º«°ù÷G áYöS  (1
.ácô◊G AóH øe m¿GƒK çÓK Qhôe ó©H º«°ù÷G ™bƒe  (2

3 + ¿20 - 2¿6 = (¿)´  (2

3 + ¿20 - 2¿6 = ±
¿  

¿  (3 + ¿20 - 2¿6) = ±  

¿  (3 + ¿20 - 2¿6)  = ±  
2`L + ¿3 + 2¿10 - 3¿2 =  ±  
2 = 2`L :¬æeh  ,2 = (0)± øµd 

2 + ¿3  + 2¿10 - 3¿2 = (¿)± ∴

 m¿GƒK çÓK Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG ™bƒe  Ω 25- = 2 + 9 + 90 - 54 = (3)±  :¬æeh
.É¡bÓ£fG øe

 ?(2) ´ôØdG ‘ ™bƒŸGh ,2 ∫Éãe øe (1) ´ôØdG ‘ áYöùdG ‘ áÑdÉ°ùdG IQÉ°TE’G ád’O Ée
فكر وناقش 
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 ≈£©J ¬àcôM AóH øe á«fÉK  ¿ Qhôe ó©H ¬àYöS ¿EG  å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ôëàj  (1
 Qhôe ó©H º«°ù÷G ™bƒe πã“ »àdG IóYÉ≤dG óL .ç/Ω ((1 - ¿2)ÉàL12) = (¿)´ :ábÓ©dÉH

.ácô◊G AóH øe á«fÉK ¿

  É¡àcôM AóH øe á«fÉK  ¿ Qhôe ó©H É¡àYöS ¿EG  å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y ájOÉe á£≤f ∑ôëàJ  (2
 øe m¿GƒK ™HQCG Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG ™bƒe óL .ç/Ω (8 + ¿4) = (¿)´ :ábÓ©dÉH ≈£©J

.Ω2 = (0)± »FGóàH’G É¡©bƒe ¿CÉH É kª∏Y ,É¡àcôM AóH

 :ábÓ©dÉH ≈£©j ácô◊G AóH øe á«fÉK ¿ Qhôe ó©H º«≤à°ùe §N ≈∏Y Ò°ùj º«°ùL ´QÉ°ùJ ¿Éc GPEG  (3
 á«FGóàH’G  ¬àYöSh ,Ω3 = (0)± »FGóàH’G  ¬©bƒe ¿Éch ,2ç/Ω 3(¿2 -1)48 = (¿)ä

:óéa ,ç/Ω 2 = (0)´
.ácô◊G AóH øe IóMGh á«fÉK Qhôe ó©H º«°ù÷G áYöS (  CG 

.ácô◊G AóH øe Úà«fÉK Qhôe ó©H º«°ù÷G ™bƒe (Ü

 ≈£©J ácô◊G AóH øe á«fÉK  ¿ Qhôe ó©H ¬àYöS ¿EG  å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y º«°ùL ∑ôëàj  (4
:óL .ç/Ω (1+ ¿4) (1- ¿3) = (¿)´ :IóYÉ≤dÉH

.ácô◊G AóH øe á«fÉK ¿ Qhôe ó©H º«°ù÷G ™bƒe πã“ »àdG IóYÉ≤dG (  CG 
.Ω7 = (0)± »FGóàH’G ¬©bƒe ¿CÉH É kª∏Y ,ácô◊G AóH øe Úà«fÉK Qhôe ó©H º«°ù÷G ™bƒe (Ü

ا�سئلة
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É kãdÉKالمساحةThe Area

 ,Ω 2 É¡JóYÉb ∫ƒW Iò``aÉf (1-4) πµ°ûdG πãÁ
2¢S -1 = (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæÃ IQƒ°üfi

 âfÉch ,Iò``aÉædG ≈∏Y êÉ``LR ™``°Vh É``fOQCG GPEG
 Éªa ,ÒfÉfO á``°ùªN ¬``æe óMGƒdG ™HôŸG Î``ŸG á``Ø∏µJ

 ?IòaÉædG êÉLõd á«∏µdG áØ∏µàdG

2¢S -1= (¢S)¥

¢S
 

¢U

2Ω

.(1-4) πµ°ûdG

.(2-4) πµ°ûdG

 äÉ«æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe ÜÉ°ùM OhóëŸG πeÉµàdG äÉ≤«Ñ£J ºgCG øe ¿EG
 ÚH  IQƒ°üëŸG  á≤∏¨ŸG  á≤£æŸG  áMÉ°ùe  ÜÉ°ùM  ≈∏Y  Éæà°SGQO  öüà≤à°Sh  .äÉª«≤à°ùŸGh  äÉfGÎb’G

.äÉæ«°ùdG Qƒfih Ú©e ¿GÎbG ≈æëæe

 IÎØdG ≈∏Y äÉæ«°ùdG Qƒfih (¢S)¥ =¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe
:IóYÉ≤dÉH ≈£©J ]Ü ,CG]

.¢S  |(¢S)¥| 
CG

Ü

 = áMÉ°ùŸG

:á«JB’G ä’É◊Gô¡¶J ,IóYÉ≤dG √òg ≥«Ñ£J óæY
 ,]Ü ,CG] IÎØdG ‘ ¢S πµd  0 ≤ (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1

 ,]Ü ,CG] IÎØdG ≈∏Y (¢S)¥ =| (¢S)¥|¿EÉa

,¢S  (¢S)¥
CG

Ü

  = áHƒ∏£ŸG  áMÉ°ùŸGh

.(2-4) πµ°ûdG ô¶fG

¢U

¢S
CG Ü

(¢S)¥ = ¢U
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¢U

1Ω
2Ω

1Ω

2Ω

¢U

¢U

¢S

¢S

¢S

CG

CG

CG

Ü`L

Ü
`L

Ü

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

.(3-4) πµ°ûdG

.(4-4) πµ°ûdG

.(5-4) πµ°ûdG

 ,]Ü  ,CG]  IÎØdG  ‘  ¢S  πµd  0  ≥  (¢S)¥  ¿Éc  GPEG  (2
,]Ü ,CG] IÎØdG ≈∏Y (¢S)¥ - = | (¢S)¥ |¿EÉa

,¢S  (¢S)¥ -
CG

Ü

= áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸGh

.(3-4) πµ°ûdG ô¶fG

  ,]`L ,CG] IÎØdG ‘ ¢S πµd 0 ≤ (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3
 ¿EÉa  ,]Ü ,`L]  IÎØdG  ‘ ¢S  πµd  0 ≥  (¢S)¥

,
2
Ω áMÉ°ùŸG + 

1
Ω áMÉ°ùŸG = áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG

¢S  (¢S)¥ -
`L

Ü

+¢S  (¢S)¥
CG

`L

= áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG 

,¢S  (¢S)¥
`L

Ü

- ¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 =

.(4-4) πµ°ûdG ô¶fG

 ,]`L ,CG] IÎØdG ‘ ¢S π`µd 0≥ (¢S)¥ ¿É``c GPEG  (4
 ¿EÉa  ,]Ü  ,`L]  IÎØdG  ‘  ¢S  πµd  0  ≤  (¢S)¥

,
2
Ω  áMÉ°ùŸG + 

1
Ω  áMÉ°ùŸG = áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG

¢S  (¢S)¥
`L

Ü

+ ¢S  (¢S)¥ -
CG

`L

= áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG

,¢S  (¢S)¥
`L

Ü

+ ¢S  (¢S)¥
CG

`L

- =

(5-4) πµ°ûdG ô¶fG



195

(١) 

(٢) 

مثال 

مثال 

 ,äÉæ«°ùdG  Qƒfih ,4 + ¢S2 = (¢S)¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL
4 = ¢S ,1 = ¢S :Úª«≤à°ùŸGh

 Qƒfih ,12 - 2¢S3 = (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL
2 = ¢S ,1- = ¢S :Úª«≤à°ùŸGh ,äÉæ«°ùdG

الحل
:á«JB’G äGƒ£ÿG ™ÑJG ,áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG OÉéjE’

 ôØ°üdÉH ¿GÎb’G IGhÉ°ùÃ (äóLh ¿EG) äÉæ«°ùdG Qƒ ™e ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ™WÉ≤J •É≤f óL  (1
.(?GPÉŸ)

 ’ áª«≤dG √ògh ,2- = ¢S :¬æeh ,0 = 4 + ¢S2
.(6-4) πµ°ûdG ô¶fG ,áHƒ∏£ŸG IÎØdG øª°V ™≤J
 IÎ`ØdG  ≈∏`Y ¥ ¿GÎ`bÓd OhóëŸG πeÉµàdG  ó`L  (2

.]4 ,1]

]
1

4

 (¢S4 + 2¢S) = ¢S  (4 + ¢S2)
1

4

        
27 = (4 + 1) - (16 +16) =                     

.á©Hôe IóMh 27 = ¢S  (¢S)¥
1

4

= áMÉ°ùŸG  (3

.(6-4) πµ°ûdG

¢U

¢S
 

2- 1- 2

¢U

¢S
2- 41

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U
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مثال  (٣)

 ≈æëæe  ÚH  IQƒ°üëŸG  á`≤∏¨ŸG  á`≤£æŸG  áMÉ`°ùe  ó`L
 äÉæ«°ùdG Qƒfih ,¢S2 - 2¢S = (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G

.]4 ,1] IÎØdG ≈∏Y

الحل

الحل

0 = (¢S)¥
 º«b  »gh  ,2  ,2-  =  ¢S  :¬æeh  ,0  =12  -  2¢S3
 Qƒfi  ™e  ÉgóæY  ¥  ¿GÎb’G  ≈æëæe  ™WÉ≤àj  »àdG  ¢S

.(7-4) πµ°ûdG ô¶fG ,äÉæ«°ùdG

 Ú©àj  Gòd  ;]2  ,1-]  IÎØdG  ≈∏Y  0≥  (¢S)¥  ¿CG  ß pM’
:]2 ,1-] IÎØdG ≈∏Y ¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG πeÉµàdG OÉéjEG

 ]
1-

2
 (¢S12 - 3¢S) = ¢S  (12 - 2¢S3)

1-

2

27- = ((12-) -1-) - (24 -8) =                                   

.á©Hôe IóMh 27  =  ¢S  (¢S)¥
1-

2

-   =  ¢S  |(¢S)¥|
1-

2

=  áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG ∴

0 = (¢S)¥
0 = ¢S2 -  2¢S

 ÉgóæY ,2 = ¢S ,0 = ¢S :¬æeh ,0 = (2 - ¢S)¢S
,äÉæ«°ùdG Qƒfi ™e ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ™WÉ≤àj

.(8 -4) πµ°ûdG ô¶fG

.(7-4) πµ°ûdG

.(8-4) πµ°ûdG

¢U

¢S
 

2- 1- 2

¢U

¢S
2- 41

(¢S)¥ = ¢U

(¢S)¥ = ¢U

¢U

¢S2Ω

1Ω 2 4

(¢S)¥ = ¢U
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مثال  (٤)

.äÉæ«°ùdG Qƒfih  ,¢S3 + 2¢S = (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL

,]4 ,1] IÎØdG øª°V ™≤J ’ 0 = ¢S ¿CG ß pM’
.]4 ,1] IÎØdG øª°V ™≤J 2 = ¢S ¿CG ÚM ‘

:]2 ,1] IÎØdG ≈∏Y ¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG πeÉµàdG OÉéjEG k’hCG Ú©àj Gò¡dh

 ]
1

2
 (2¢S -

 

3¢S
3 )  = ¢S  (¢S2 - 2¢S)

1

2

 
2-
3   =  (1 - 

 
1
3 ) - (4 -

 
8
3 )  =                                  

:]4 ,2] IÎØdG ≈∏Y ¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG πeÉµàdG OÉéjEG ºK

 ]
2

4

(2¢S - 
3¢S
3 )  = ¢S  (¢S2 - 2¢S)

2

4

 
20
3  = (4- 

 
8
3 )  - (16 -

 
64
3 )  =    

¢S  (¢S)¥
2

4

+ ¢S  (¢S)¥
1

2

- = ¢S  |(¢S)¥|
1

4

= áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG ∴

.á©Hôe IóMh 
 
22
3  = 

 
20
3  +

  
2
3  =            

الحل
0 = (¢S)¥

0 = ¢S3 + 2¢S
3- = ¢S  ,0 = ¢S  :¬æeh  ,0 = (3 + ¢S)¢S
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 ,äÉæ«°ùdG Qƒë`e ™e ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ™WÉ≤àj mòFóæY
 IQƒ°üfi áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG ¿ƒµàa ,(9-4) πµ°ûdG ô¶fG
 IÎØdG  ≈∏Y  äÉæ«°ùdG  Qƒfih  ¥  ¿GÎb’G  ≈æëæe  ÚH
 ¥ ¿GÎbÓd OhóëŸG πeÉµàdG OÉéjEG Ú©àj PEG ;]0,3-]

:]0 ,3-] IÎØdG ≈∏Y

 ]
3-

0
(

2¢S3
2   +

  

3¢S
3 ) = ¢S  (¢S3 +  2¢S)

3-

0

 

 
9-
2  = (27

2  + 9-) - (0) =     

.á©Hôe IóMh 9
2  = ¢S  |(¢S)¥ )|

3-

0

 =   áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG   ∴

1تدريب 

 ≈∏Y äÉæ«°ùdG  Qƒfih ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG  á≤£æŸG  áMÉ°ùe óL
:»JCÉj É‡ πc ‘ IOóëŸG IÎØdG

.]2 ,1] IÎØdG ≈∏Y  ,         ¢S4 -12 = (¢S)¥  (1

.]2 ,0] IÎØdG ≈∏Y  ,    ¢S12 - 2¢S3 = (¢S)¥  (2

.]4 ,1] IÎØdG ≈∏Y  ,           ¢S2 - 6 = (¢S)¥  (3

 ) ¥ =¢S ¢U(

¢U

¢S
 3-

 

.(9-4) πµ°ûdG

2تدريب 

 Qƒfih ,3 - ¢S2 - 2¢S = (¢S)¥ = ¢U  ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL
.äÉæ«°ùdG
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3تدريب 

 äGóMh 8 =
 1

Ω áMÉ°ùŸG â`fÉc GPEÉa .(¢S)¥ = ¢U ¿GÎ`b’G ≈æëæe (10 - 4) πµ`°ûdG πãª`j
:∂àHÉLEG G kQuÈe ,»JCÉj É‡ πc áª«b óéa  ,á©Hôe äGóMh 5 = 

2
Ω áMÉ°ùŸGh ,á©Hôe

¢S  (¢S)¥
CG

Ü

 (1

¢S  (¢S)¥
Ü

`L

 (2

¢S  (¢S)¥
CG

`L

 (3

.]`L ,CG] IÎØdG ≈∏Y äÉæ«°ùdG Qƒfih ¥ ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á`≤∏¨ŸG á`≤£æŸG áMÉ`°ùe  (4

¢U

Ü `L
1Ω

2Ω

(¢S)¥ = ¢U

¢S
 CG

 

.(10-4) πµ°ûdG
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ا�سئلة

 äÉæ«°ùdG Qƒë`eh ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL  (1
:»JCÉj É‡ πc ‘ øjOóëŸG Úª«≤à°ùŸGh

2 = ¢S  ,    1- = ¢S    ,                12 = (¢S)¥  (  CG 
2 = ¢S   ,    2- = ¢S    ,       ¢S2 - 5 = (¢S)¥  (Ü

 2- = ¢S   ,    4- = ¢S    ,       3 - 2¢S3 = (¢S)¥  (`L

 ≈∏Y äÉæ«°ùdG Qƒfih ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL  (2
:»JCÉj É‡ πc ‘ IOóëŸG IÎØdG

.]0 ,2-] IÎØdG ≈∏Y   ,      2¢S6 - 6 = (¢S)¥  (  CG 
.]1 ,1-] IÎØdG ≈∏Y   ,              3¢S4 = (¢S)¥  (Ü

.]5 ,3] IÎØdG ≈∏Y   ,    48 - 2¢S3 = (¢S)¥  (`L
.]1 ,1-] IÎØdG ≈∏Y   ,      4 - 2¢S - = (¢S)¥  ( O 

 ‘ äÉæ«°ùdG Qƒfih ,(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG á≤∏¨ŸG á≤£æŸG áMÉ°ùe óL  (3
:»JCÉj É‡ πc

2¢S12 - 3¢S4 = (¢S)¥ (Ü       2¢S - ¢S4 = (¢S)¥ (  CG 

.(¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe (11 -4) πµ°ûdG πãÁ  (4
,á©Hôe IóMh 13 =1

Ω áMÉ°ùŸG âfÉc GPEÉa 
,á©Hôe äGóMh 3 = 

2
Ω áMÉ°ùŸGh 

.∂àHÉLEG G kQuÈe ,¢S  (¢S)¥
5-

3

 áª«b óéa 

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (5

 )¥ =¢S ¢U(

¢U

¢S
 

 5-

Ω1

32Ω

.(11-4) πµ°ûdG
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 Natural Logarithmic and Natural Exponential Functions and 
their Applications

الاقترانان: اللوغاريتمي الطبيعي والأسي الطبيعي وتطبيقاتهما الفصل
الثالث

.»©«Ñ£dG »°SC’Gh ,»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG :ÚfGÎb’G ±ô©àJ 
.»©«Ñ£dG »°SC’Gh ,»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG :ÚfGÎb’G øe πc á≤à°ûe óŒ 

.»©«Ñ£dG »°SC’G ¿GÎb’G πeÉµJ óŒ 
.πeÉµàdG ‘ »©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿GÎb’G Ωóîà°ùJ 

.∫Óëª°V’Gh ƒªædÉH ≥∏©àJ á«∏ªY πFÉ°ùe π– 

äÉLÉàædG

k’hCG
الاقترانان: اللوغاريتمي الطبيعي

                والأسي الطبيعي
 Natural Logarithmic and Natural
Exponential Functions

 äÉ«∏ª©dG  AGôLE’ á≤jôW É¡Ø°UƒH …OÓ«ŸG  öûY ™HÉ°ùdG  ¿ô≤dG  òæe äÉªàjQÉZƒ∏dG  âe póîoà°SG
 »ªàjQÉZƒ∏dG :ÚfGÎb’G π°üØdG Gòg ‘ ¢SQóà°Sh .ájó«∏≤àdG ≥FGô£dÉH Égò«ØæJ Ö©°üj »àdG á«HÉ°ù◊G

.Éª¡JÉ≤«Ñ£J ¢†©Hh ,»©«Ñ£dG »°SC’Gh ,»©«Ñ£dG
 ,(0 < ´) å«M

 
1
´  = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe (12 -4) πµ°ûdG πãÁ

.(1 < ¢S å«M) ¢S = ´ ,1 = ´ :Úª«≤à°ùŸGh
IOóëŸG áMÉ°ùŸG ≈∏Y OhóëŸG πeÉµàdÉH äÉMÉ°ùŸG ÜÉ°ùM óYGƒb ≥«Ñ£àH

:¿EÉa ,(12 -4) πµ°ûdG ‘

 ≈ qª°ùoj πeÉµàdG Gògh , ´
  

1
´  

1

¢S

 = áMÉ°ùŸG

.( ¢S  
`g
ƒ````d ):õeôdÉH ¬«dEG õ neôojh ,»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿GÎb’G

¢S

¢U

´
 

 1

 = ¢U1́

áMÉ°ùŸG

الاقتران اللوغاريتمي الطبيعي

.∂àHÉLEG uöùa ?É k≤HÉ°S É¡àª∏©J »àdG πeÉµàdG óYGƒb ΩGóîà°SÉH ¢S
 

1
¢S    OÉéjEG ∂æµÁ πg     

.(12-4) πµ°ûdG
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´
  

1
´

1

¢S

 = ¢S  
`g
ƒ````d ¿EÉa ,0 < ¢S ¿Éc GPEG

.(¢S) ` p̀ d »©«Ñ£dG ºàjQÉZƒ∏dG :CG nô≤ojh
 …òdG  (ÒÑ«f  ¿ƒL  …óæ∏àµ°SC’G  äÉ«°VÉjôdG  ⁄ÉY  ≈dEG  áÑ°ùf)  …ÒÑ«ædG  Oó©dG  ƒg  `g  Oó©dGh
 ÒZ OóY ƒgh ,IóMGh á©Hôe IóMh …hÉ°ùJ (12-4) πµ°ûdG ‘ IOóëŸG áMÉ°ùŸG π©éj

2^7 á«Ñjô≤àdG ¬àª«b óªà©æ°Sh ,»Ñ°ùf

تعريف

»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿GÎb’G á≤à°ûe

1- ≠ ¿ å«M ,
 

1+¿¢S
1+¿  = ¢S   ¿¢S   ¿CG É k≤HÉ°S âª∏©J

?0 < ¢S å«M , ¢S  1-¢S  :»JB’G πeÉµàdG áª«b Ée ,øµdh

 0 < ¢S å«M ,¢S
 

1
¢S     = ¢S  1-¢S  = (¢S)∫ øµ«d

:èàæj ,Úaô£dG øe πc ¥É≤à°TÉH

.(?GPÉŸ)
 

1
 ¢S  = (¢S)n ∫

:¿EÉa , 1
¢S  ¿GÎbÓd OhóëŸG ÒZ πeÉµàdG ƒg (¢S)∫ ¿CG ÉÃh

(1)∫ - (¢S)∫ =  ´
 

1
´  

1

¢S

= ¢S  
`g
ƒ````d 

(1)∫ - (¢S)∫ =  ¢S  
`g
ƒ````d

 ¢S áª«b âfÉc GPEG ∞jô©àdG Gòg ΩGóîà°SG øµÁh ,0 < ´ å«M ,´
 

1
´

1

¢S

= ¢S  
`g
ƒ````d :¿EG …CG

.É k≤HÉ°S É¡à°SQO »àdG äÉªàjQÉZƒ∏dG ÚfGƒb »©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿GÎb’G ≈∏Y ≥Ñ£æjh ,1 , 0 ÚH
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.
 

1
¢S   = (¢S)n¥ ¿EÉa ,0 < ¢S å«M  ¢S  

`g
ƒ````d  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (1

¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG Ω ¿Éch ,0< (¢S)Ω , (¢S)Ω  
`g
ƒ````d  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG (2

.
 

  (¢S)n Ω
(¢S) Ω  

 = (¢S)n¥ 

نظرية

:èàæj ,Úaô£dG øe πc ¥É≤à°TÉHh
.(?GPÉŸ)    ôØ°U - (¢S)n ∫ =  n (¢S  

`g
ƒ````d )

0 < ¢S å«M , 1
¢S   = n (¢S  

`g
ƒ````d ) ¿ƒµj ∂dòHh

1تدريب 

.á∏°ù∏°ùdG IóYÉb É keóîà°ùe ,(1) ´ôØdG ≥«Ñ£àH á≤HÉ°ùdG ájô¶ædG øe (2) ´ôØdG í u°Vh

مثال  (١)

:»JCÉj É‡ πc ‘ IOóëŸG á£≤ædG óæY
 

¢U
¢S  óL

1 = ¢S  ÉeóæY  0 < ¢S  , ¢S6   
`g
ƒ````d  = ¢U  (1

2- = ¢S  ÉeóæY     (10 + 2¢S)   
`g
ƒ````d  = ¢U  (2

الحل
  ¢S6   

`g
ƒ````d  = ¢U  (1

    1
¢S   =  6

¢S6   =
  

¢U 
¢S 

1 =
1 = ¢S

¢U 
¢S 
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2تدريب 

 :»JCÉj É‡ πc ‘ (¢S)n¥ óL
¢SÉàL   

`g
ƒ````d  = (¢S)¥  (1

0 < ¢S , 2
¢S   

`g
ƒ````d  = (¢S)¥  (2

2- < ¢S ,(8 + 3¢S)   
`g
ƒ````d  = (¢S)¥  (3

تدريب 

تدريب 

3

4

.CG âHÉãdG áª«b óéa ,1 = (2-)n¥ ¿Éch ,âHÉK CG å«M , (3 + ¢S CG)  
`g
ƒ````d = (¢S)¥ ¿Éc GPEG

.(¢S)n¥ óéa ,(0 ≠ ¢S å«M)  |¢S|  
`g
ƒ````d = (¢S)¥ ¿Éc GPEG 

,¢S = |¢S| å«M      0 < ¢S ÉeóæY ≈dhC’G :ÚàdÉ◊G ¢SQOG :OÉ°TQEG)
.(¢S - = |¢S| å«M      0 > ¢S ÉeóæY á«fÉãdGh                                     

:á«JB’G ájô¶ædG êÉàæà°SG øµÁ ,(4) ÖjQóàdG πM≈∏Y kAÉæH

0 ≠ ¢S å«M  , `L + |¢S|   
`g
ƒ````d  = ¢S   1

¢S   = ¢S   1-¢S     

نظرية

(10 + 2¢S)   
`g
ƒ````d  = ¢U  (2

¢S2
10+ 2¢S 

 = 
 

¢U
¢S

 2-
7   = 

 
4-
14   = 

2- = ¢S

¢U 
¢S 
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مثال  (٢)

:»JCÉj É‡ πeÉµJ πc áª«b óL

¢S  ¢S10- 5
7 + ¢S - 2¢S    (2                    0 ≠ ¢S , ¢S   2

¢S   (1

الحل

`L + ( |¢S|   
`g
ƒ````d ) 2 = ¢S  2

¢S    (1

 `L + ( | 7 + ¢S - 2¢S|  
`g
ƒ````d ) 5-  = ¢S  ¢S10- 5

7 + ¢S - 2¢S  
 

 (2

.¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG ΩGóîà°SÉH (2) ´ôØdG ‘ π◊G äGƒ£N í u°Vh      

5تدريب 

:»JCÉj É‡ πeÉµJ πc áª«b óL 

0 ≠ ¢S , ¢S   3-
¢S    (1

¢S  1-(1 + ¢S2 - 3¢S) (4 - 2¢S6)   (2

الاقتران الأسي الطبيعي

 ¿GÎb’G ƒg (…ÒÑ«ædG Oó©dG `g å«M , ¢S`g = ¢U) »©«Ñ£dG »°SC’G ¿GÎb’G ¿CG É k≤HÉ°S âaô©J
.»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG ¿GÎbÓd »°ùµ©dG

.(¢S = ¢U  
`g
ƒ````d) á«ªàjQÉZƒ∏dG IQƒ°üdG ÅaÉµJ ( ¢S`g = ¢U) á«°SC’G IQƒ°üdÉa

:á«JB’G ájô¶ædG ΩGóîà°SÉH »©«Ñ£dG »°SC’G ¿GÎbÓd ≈dhC’G á≤à°ûŸG OÉéjEG øµÁh
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6تدريب 

.á∏°ù∏°ùdG IóYÉb É keóîà°ùe ,(1) ´ôØdG ≥«Ñ£àH á≤HÉ°ùdG ájô¶ædG øe (2) ´ôØdG í u°Vh 

مثال  (٣)

 :»JCÉj É‡ πc ‘ (¢S)n¥ óL
1+  2¢S2̀ g = (¢S)¥  (2                            ¢S3̀g  = (¢S)¥  (1

(1+ 3¢S)  
`g
ƒ````d - ¢S5̀g  2¢S 2 = (¢S)¥  (4                          2¢S3 ÉL̀g = (¢S)¥  (3

الحل
 ¢S3̀g  3 = (¢S)n¥  (1

1+  2¢S2̀ g ¢S4 = (¢S)n¥  (2
.(π◊G äGƒ£N Q uôH)                                    2¢S3 ÉL̀g  2¢S3ÉàL ¢S6 = (¢S)n¥  (3

.(π◊G äGƒ£N Q uôH) 
  

2¢S3
1+ 3¢S  - ¢S4 * ¢S5̀g + ¢S5̀g  (5) * 2¢S2 = (¢S)n¥  (4

. ¢S`g = (¢S)n¥ ¿EÉa ,(…ÒÑ«ædG Oó©dG `g å«M) ¢S`g  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (1
 :¿EÉa ,¥É≤à°TÓd kÓHÉb ÉkfGÎbG (¢S)∫ ¿Éch , (¢S)∫`g = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

.(¢S)∫`g (¢S)n ∫ = (¢S)n¥       

نظرية
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تدريب 

تدريب 

7

8

:»JCÉj É‡ πc ‘ ¢U óL 
 ¢S2 ÉàL̀g = ¢U (2                                 2¢S-3̀g = ¢U  (1

 
¢S3̀g  

1+ 2¢S  = ¢U (4                 ( ¢S 
`g
ƒ````d )( ¢S`g) = ¢U  (3

:á«JB’G ájô¶ædG êÉàæà°SG øµÁ Gòd ;( ¢S`g) …hÉ°ùJ ( ¢S`g) á≤à°ûe ¿CG ß pM’

.¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG É keóîà°ùe ,(1) ´ôØdG ≥«Ñ£àH á≤HÉ°ùdG ájô¶ædG øe (2) ´ôØdG í u°Vh

.…ÒÑ«ædG Oó©dG `g å«M , `L + ¢S`g = ¢S   ¢S`g  (1

0 ≠ CG ,¿É«≤«≤M ¿GOóY Ü , CG  , 
Ü +   ¢S CG̀g

CG  = ¢S   Ü + ¢SCG`g  (2

نظرية

مثال  (٤)

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b óL
  ¢S  (5 +  6

¢S  -  ¢S`g 3)   (1

¢S    ¢S2-4`g 8  (2

¢S   7+¢S4-  2¢S`g (¢S -2)  (3
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الحل

.`L + ¢S5 + |¢S|  
`g
ƒ````d 6  –  ¢S`g3  = ¢S  (5 +  6

¢S  - ¢S`g3 )   (1

.(áHÉLE’G Q uôH)    `L +    ¢S2-4̀g4- = ¢S      ¢S2-4̀g 8  (2

. `L + 7+¢S4-  2¢S`g 1-
2  = ¢S   7+¢S4-  2¢S`g (¢S -2)  (3

.(¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG ΩGóîà°SÉH (3) ´ôØdG ‘ π◊G äGƒ£N í u°Vh)      

9تدريب 

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b óL

     ¢S   ¢S`g 1
2   (1

¢S      ¢S6  -1`g 1
3   (2

 ¢S  1-  ¢S2+3¢S`g (2¢S3 + 2)  (3

¢S  6
   ¢S2 -1`g

  (4
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ا�سئلة

:»JCÉj É‡ πc ‘ (¢S)n¥ óL  (1

0 < ¢S ,6 + ¢S2̀g 7 +  ¢S  
`g
ƒ````d  +  1

¢S  = (¢S)¥   (  CG 

0 < ¢S , 2¢S -   ¢S2 -3̀g2 -  ¢S  
`g
ƒ````d 3  = (¢S)¥   (Ü

(¢S ÉàL)  
`g
ƒ````d2 - ¢SÉL`g  = (¢S)¥   (`L

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b óL  (2
¢S  ( 2¢S3 + 1

¢S  -  ¢S`g2)   (  CG 

¢S    ¢S2 +1̀g24   (Ü

¢S   2¢S -1`g ¢S2    (`L

¢S   (4 -   ¢S3̀g3 - 5
¢S )    (  O

¢S  ¢S8
4 + 2¢S    (`g

:IóYÉ≤dÉH ≈£©j (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ¿GÎbÓd ¢SÉªŸG π«e ¿Éc GPEG  (3
.(4 ,0) á£≤ædÉH ôÁ √Éæëæe ¿CÉH É kª∏Y ,¥ ¿GÎb’G IóYÉb óéa , ¢S2 + ¢S`g2 = (¢S)n¥

 É¡àcôM AóH øe á«fÉK  ¿ Qhôe ó©H É¡àYöS ¿EG  å«ëH º«≤à°ùe §N ≈∏Y ájOÉe á£≤f ∑ôëàJ  (4
:ábÓ©dÉH ≈£©J

 Qhôe  ó©H ájOÉŸG á£≤ædG ™bƒe πãÁ …òdG ¿GÎb’G óL ,0 < ¿ ¿EGh , 8
¿   + 1+¿̀g = (¿)´

.É¡àcôM AóH øe á«fÉK ¿
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É k«fÉK
Growth and Decayالنمو والاضمحلال

 »°SC’Gh ,»©«Ñ£dG »ªàjQÉZƒ∏dG :ÚfGÎbÓd áª¡ŸG á«∏ª©dG äÉ≤«Ñ£àdG øe Éªg ∫Óëª°V’Gh ƒªædG
 øµÁ ÉgÒZh á«Lƒdƒ«ÑdGh á«fÉ°ùfE’Gh ájOÉ°üàb’Gh á«YÉªàL’Gh á«ª∏©dG ôgGƒ¶dG øe ÒãµdÉa ;»©«Ñ£dG

.øeõdG ¿ å«M ,(¿)´ = ¢U ¿EG …CG ;(¿) øeõdÉH §ÑJôj …òdG (¿)´ ¿GÎbÉH É¡©e πeÉ©àdG

 %0^8  ÉgQGó≤e áÑ°ùæH ,ƒªædG ¿ƒfÉb ≥ah áª¶àæe Iôªà°ùe IQƒ°üH Ée áæjóe ¿Éµ°S OóY ójGõàj
?Ω2135 ΩÉY É¡fÉµ°S OóY ≠∏Ñ«°S ºµa , Ω2010 ΩÉY áª°ùf 600000 É¡fÉµ°S OóY ≠∏H GPEÉa .Évjƒæ°S

 ¬°ùØf ¿GÎb’G ™e QGôªà°SGh ΩÉ¶àfÉH Ö°SÉæàj ( (¿) n ´ …CG ) ¢U ¿GÎb’G Ò¨J ∫ó©e ¿Éc GPEG  ÉeCG
:¿EÉa ,(¿)´

              .øeõdG :¿ ,Ö°SÉæàdG âHÉK :CG :å«M ,(¿)´× CG = (¿)n ´

0 ≠ (¿)´ å«M ,  CG =
 

(¿)n ´
(¿)´  :¬æeh

¿   CG   = ¿  (¿)n ´
(¿)´   ∴

:èàæj ,¢†jƒ©àdÉH πeÉµàdG ΩGóîà°SGh ,(¿)´ = ∫ ¿CG ¢VôØHh
`L + ¿ CG = |(¿)´|    

`g
ƒ````d

`L + ¿ CG = (¿)´   
`g
ƒ````d :íÑ°üJ ábÓ©dG ¿EÉa ,0 < (¿)´ ¿Éc GPEGh

`L+¿CG̀g = (¿)´ :á«°SC’G IQƒ°üdG ÅaÉµJ á«ªàjQÉZƒ∏dG IQƒ°üdG √ògh
   `L̀g = (0) ´ ¿EÉa ,0 =  ¿ ÉeóæYh

 `L+¿CG̀g = (¿) ´ :¿PEG
.(¢ù°SC’G ÚfGƒb ΩGóîà°SG)       `L̀g × ¿CG̀g = (¿) ´        

(0)  ́×  ¿CG̀g = (¿) ´        
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:»g (¿)´ = ¢U á°ShQóŸG IôgÉ¶dG áª«b
:å«M  ,   ¿CG̀g × 0´ = (¿)´ = ¢U

 ,ƒªædG ádOÉ©e (¿)´= ¢U ádOÉ©ŸG ¿ƒµàa ,¿ áª«b IOÉjõH OGOõJ (¿)´= ¢U ¿EÉa ,0 < CG ¿Éc GPEG  (1
.ƒªædG πeÉ©e CG ¿ƒµjh

 ádOÉ©e (¿)´ = ¢U ádOÉ©ŸG ¿ƒµàa ,¿ áª«b IOÉjõH ¢ü≤æJ (¿)´ = ¢U ¿EÉa ,0 > CG ¿Éc GPEG  (2
.∫Óëª°V’G πeÉ©e CG ¿ƒµjh ,»°TÓàdG hCG ∫Óëª°V’G

مثال  (١)
 ,Évjƒæ°S %2 ∫ó©Ã QGôªà°SGh ΩÉ¶àfÉH ójGõàjh ,ƒªædG ¿ƒfÉ≤d ™°†îj Ée Ió∏H ¿Éµ°S OóY ¿Éc GPEG 

?Ω2040  ΩÉY É¡fÉµ°S OóY ≠∏Ñ«°S ºµa , Ω1990 ΩÉY áª°ùf ∞dCG 40 É¡fÉµ°S OóY ¿Éch

الحل
 ¿CG̀g × 0́  = (¿)´= ¿Éµ°ùdG OóY 

.OÉæ°SE’G á£≤f ƒg Ω1990 ΩÉY ¿CG ¢Vôa ≈∏Y ,áª°ùf 40000 = (0)´ = 0́       
0^02 =   CG        

.É keÉY 50 = 1990 -2040 =  ¿       
 ¿CG̀g × 0́  = (¿)´      

50×0^02(2^7)40000 = (50)´      
.Ω2040 ΩÉY Ió∏ÑdG ¿Éµ°S OóY áª°ùf 108000 = 2^7×40000 = (50)´      

.á«FGóàH’G áª«≤dG = (0)´ = 0´
.2^7 ≈ …ÒÑ«ædG Oó©dG =  `g

.øeõdG =  ¿ 
.Ö°SÉæàdG âHÉK πãÁ ÉvjOóY ÉkàHÉK =  CG  
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مثال  (٢)

 √QGó≤e  ¢übÉæJ  ∫ó©ª`Hh  ,∫Óëª°V’G  ¿ƒfÉb  ≥`ah  áª¶àæe  Iôªà°ùe  IQƒ°üH  á©°ûe  IOÉe  π∏ëàJ
 á«∏°UC’G IOÉŸG á∏àc ¿CÉH É kª∏Y ,áæ°S 5000 Qhôe ó©H á«≤ÑàŸG á©°ûŸG IOÉŸG á∏àc óL .Évjƒæ°S 0^0002

.É keGôZ 540 »g

الحل
¿CG`g × 0´ = (¿)´ = á«≤ÑàŸG IOÉŸG á∏àc

.É keGôZ 540 = (0) ´ =  0´
.(?áÑdÉ°S IQÉ°TE’G GPÉŸ) 0^0002- =  CG 

.áæ°S 5000 = ¿
¿CG`g × 0´ = (¿)´      

5000×0^0002-(2^7) × 540 = (5000)´
1-2^7 × 540 =             

.áæ°S 5000 ó©H á«≤ÑàŸG IOÉŸG á∏àc ΩGôZ 200 =  5400
27   =  540

2^7   =               

1تدريب 

 íHQ áÑ°ùæH ,ƒªædG ¿ƒfÉb ≥ah É kª¶àæe ÉkÑ qcôe É këHQ Ö°ùëj ±öüe øe QÉæjO 10000 ≠∏Ñe ¿ÉÁ ¢VÎbG 
.áæ°S øjöûYh ¢ùªN Qhôe ó©H ±öüª∏d ¿ÉÁ √Oó°ù«°S …òdG ≠∏ÑŸG á∏ªL óL .Évjƒæ°S %4 ÉgQGó≤e

2تدريب 

 %5 ∫ó©Ã  ∫Óëª°V’G ¿ƒfÉb ≥ah áª¶àæe Iôªà°ùe IQƒ°üHh ,øeõdG QhôÃ QÉ≤Y øªK ¢übÉæàj
?áæ°S 40 Qhôe ó©H ¬æªK íÑ°üj ºµa ,QÉæjO 80000 »∏°UC’G ¬æªK ¿Éc GPEÉa .Évjƒæ°S
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مثال  (٣)

 Égô©°S OGORG GPEÉa .áª¶àæe Iôªà°ùe IQƒ°üHh ,øeõdG QhôÃ ƒªædG ¿ƒfÉb ≥ah ¢VQCG á©£b ô©°S ójGõàj 
.áæ°S 30 Qhôe ó©H Égô©°S óéa ,äGƒæ°S 10 ∫ÓN QÉæjO ∞dCG 800 ≈dEG QÉæjO ∞dCG 400 øe

الحل
 ¿CG̀g ×0´ = (¿)´ = ¢VQC’G á©£b ô©°S

.QÉæjO 400000 = (0) ´ = 0´
.QÉæjO 800000 = (10) ´

 ¿CG̀g ×0´ = (¿) ´
CG10̀g ×0´ = (10) ´ ,äGƒæ°S 10 = ¿  ÉeóæY

2 =   CG10(`g) :¬æeh     , CG10̀g×400000 = 800000
CG30̀g ×400000 =  (30)´ ,áæ°S 30 = ¿ ÉeóæY

3(2)×400000 = 3( CG1 0̀ g) ×400000 =     
 (8) ×400000 =    

.áæ°S 30 ó©H É¡æªK íÑ°üj QÉæjO 3200000 =    
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ا�سئلة

 óL .áYÉ°ùdG  ‘ % 200 áÑ°ùæH  ƒªædG  ¿ƒfÉb  ≥ah áª¶àæe  Iôªà°ùe  IQƒ°üH  ÉjÒàµÑdG  ôKÉµàJ  (1
.(500 000) »FGóàH’G ÉgOóY ¿CÉH É kª∏Y ,áYÉ°S ∞°üf ó©H ÉgOóY

  ∫ó©Ãh ,∫Óëª°V’G ¿ƒfÉb ≥ah áª¶àæe Iôªà°ùe IQƒ°üHh ,øeõdG QhôÃ IQÉ«°S øªK ¢übÉæàj  (2
.áæ°S 25 Qhôe ó©H É¡æªK óéa ,G kQÉæjO 12580 »∏°UC’G É¡æªK ¿Éc GPEÉa .Évjƒæ°S % 8

 .∫Óëª°V’G ¿ƒfÉ≤d AÉŸG ‘ ¿ÉHhòdG ¿hO øe á«≤ÑàŸG í∏ŸG á∏àc ™°†îJh ,AÉŸG ‘ í∏e Ühòj  (3
 ,áYÉ°S ™HQ Qhôe ó©H á«ªµdG ∞°üf ÜGòa ,AÉŸG ‘ í∏ŸG øe äÉeGôZƒ∏«c 10 â©°Vh GPEG

.áYÉ°ùdG ™HQh áYÉ°S ó©H AÉŸG ‘ ¿ÉHhòdG ¿hO øe á«≤ÑàŸG í∏ŸG á∏àc óéa

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM  (4
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أسئلة الوحدة

:»JCÉj É‡ πc ‘
 

¢U
¢S  óL  (1

¢S  (2 - ¢S4) (¢S3)
1-

3

= ¢U (Ü                    ¢S
 
1-¢S4
5+ 2¢S  = ¢U (  CG

¢S  ( ¢S2̀g - ¢S   
`g
ƒ````d)

2

2

= ¢U ( O                         ¢S  (¢S +4)ÉX  = ¢U (`L

¢S    
`g
ƒ````d  ¢SÉL = ¢U ( h        1- 3¢S +   1- ¢S2̀g -(6 + 2¢S)   

`g
ƒ````d = ¢U (`g 

.(¢S)n n ¥ óéa ,  1-2¢S2̀ g = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (2

.(2)n¥ óéa ,¢S  (2¢S -2)¢S  = (¢S)¥ ¿Éc GPEG  (3

:á«JB’G äÓeÉµàdG øe vÓc óL  (4

¢S
 

6
5 -¢S

 
 (Ü                                    ¢S

 

¢S7-2¢S
  ¢S 3

 (  CG 

¢S  2(2 + ¢S3)  ( O                        ¢S  (2 + ¢S) (2 -¢S)  (`L

1- < ¢S ,  ¢S  
2¢S

 1+ 3¢S   
 (h                  ¢S   5(¢S -  2¢S) (1 - ¢S2)  (`g 

¢S  
3¢S12
3+ 4¢S  (ì                            ¢S  (3 + ¢S̀g -

 
2
¢S )  (R 

¢S
 

1+ ¢S2
(¢S + 2¢S)2ÉàL   

 (…                                    ¢S   5+2¢S`g ¢S6  (• 
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:á«JB’G äÓeÉµàdG øe πc áª«b Ö°ùMG  (5

…ÒÑ«ædG Oó©dG `g å«M ,¢S   `g
1

4

(Ü                           ¢S
  

1
¢S 3

1-

8-

 
( CG 

¢S  
 
12+ ¢S7 +  2¢S

4 + ¢S
1-

1

(O                ¢S  (
 

1
2¢S  

-
 

1
¢S )

4

1

(`L

¢S    2¢S̀g × ¢S4 
1

0

(h                                 ¢S  2
1 + ¢S2

3

0

 (`g 

¢S
 

10
6 + ¢S5  2

6

 (R 

.Ü âHÉãdG áª«b óéa ,G kôØ°U = ¢S   (¢S)¥
Ü +2Ü

3+ Ü-

¿Éc GPEG  (6

:»JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,20 = ¢S  ( 3 + (¢S)¥ )
1-

5

  ,4 = ¢S  (¢S)¥
1

5

¿Éc GPEG  (7

¢S  (¢S4 - (¢S)¥3)
5

1

 (`L          ¢S  (¢S)¥
1

1-

 (Ü            ¢S  (¢S)¥
5

1-

 (  CG 
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:»JCÉj É‡ πc ‘ Ü âHÉãdG áª«b óL (8

0 = ¢S  (1 - ¢S2)
4

Ü

 (Ü                               12 = ¢S  Ü2
1-

3

 (  CG 

Ü5 = ¢S  (¢S4 - 1) 
2

Ü

 ( O              21- = ¢S  (2 + 2¢S Ü) 
0

3

 (`L

  IóYÉ≤dÉH ≈£©j (¢U ,¢S) á£≤ædG óæY (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæª`d ¢SÉªª`dG π«e ¿Éc GPEG  (9
.(1- ,2) á£≤ædÉH ôÁ √Éæëæe ¿CÉH É kª∏Y ,¥ ¿GÎb’G IóYÉb óéa ,(2 + ¢S3) (¢S + 1)

 ,27 - 2¢S3 = (¢S)¥ = ¢U ¿GÎb’G ≈æëæe ÚH IQƒ°üëŸG  á≤∏¨ŸG  á≤£æŸG  áMÉ°ùe óL  (10
.]0 ,4-] IÎØdG ‘ äÉæ«°ùdG Qƒfih

 ,2ç/Ω (¿ - 1)¿12 = (¿)ä √QGó≤e  ´QÉ°ùàH  ,º«≤à°ùe  §N ≈∏Y ájOÉe  á£≤f  ∑ôëàJ  (11
   »FGóàH’G É¡©bƒeh ,ç/Ω 3 = (0)´ á«FGóàH’G É¡àYöS âfÉc GPEÉa .ÊGƒãdÉH øeõdG ¿ å«M

:óéa ,Ω2 = (0)±
.ácô◊G AóH øe m¿GƒK ™HQCG Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG áYöS (  CG 

.ácô◊G AóH øe Úà«fÉK Qhôe ó©H ájOÉŸG á£≤ædG ™bƒe (Ü

 %2^5 áÑ°ùæH ,ƒªædG ¿ƒfÉb ≥ah áª¶àæe Iôªà°ùe IQƒ°üHh ,øeõdG QhôÃ á«æa áØ– øªK ójGõàj  (12
?É keÉY 80 Qhôe ó©H É¡æªK íÑ°üj ºµa ,QÉæjO 3000 »∏°UC’G É¡æªK ¿Éc GPEÉa .Évjƒæ°S
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الوحدةالوحدةالوحدةالوحدةالوحدةالوحدة
الإحصاء والاحتمالاتالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسةالخامسة

5

218

 AÉ``̀ °``̀ü``̀ME’G º``̀∏``̀Y tó```̀ n©```̀ oj
 ´hô``̀a ó````MCG ä’É``̀ ª``̀ à``̀ M’Gh
 AÉæ¨à°S’G  øµÁ ’ »àdG  äÉ«°VÉjôdG
 IOó©àŸG  É¡JÉ≤«Ñ£J  ≈dEG  G kô¶f  ;É¡æY
 Éª«°S ’h ,IÉ«◊G ä’É› ∞∏àfl ‘
 ,á«YÉªàL’Gh ,á«ª∏©dGh ,á«°Sóæ¡dG
 ,ájQGOE’Gh  ,á«Ñ£dGh  ,ájOÉ°üàb’Gh
 tó n©oj  É¡JÉ«°SÉ°SCG  º∏©J  ¿EÉ`̀a  Gò¡dh
 øe  ÒãµdG  º¡Ød  É vª¡e  kÓ`̀Nó`̀e
 §«ëŸG  ⁄É©dG  ‘  á«©«Ñ£dG  ôgGƒ¶dG

.ÉæH
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 Statistics and Probability

219

:≈∏Y G kQOÉb ¿ƒµj ¿CG IóMƒdG √òg á°SGQO ó©H ÖdÉ£dG øe ™bƒàj

.á«JÉ«M πFÉ°ùe πM ‘ ¬eGóîà°SGh ,ó©dG CGóÑe ±ô©J  •
 í«ë°üdG  Oó©dG  Ühö†eh  ≥«aGƒàdGh  πjOÉÑàdG  AÉ°ü≤à°SG  •
 á«∏ªY πFÉ°ùe  πMh ,ó©dG  CGóÑe  ΩGóîà°SÉH  ÖdÉ°ùdG  ÒZ

.∂dP ≈∏Y
.ΩÉÿG áeÓ©dÉH É¡àbÓYh ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG º¡a  •

.ÉgÒ°ùØJh ,ΩÉÿG áeÓ©∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG ÜÉ°ùM  •
 ‘ É`¡æe IOÉaE’Gh ,»©«Ñ£dG ™`jRƒàdG ¢üFÉ°üN AÉ°ü≤à`°SG  •

.á«∏ªY πFÉ°ùe πM
 πµ°T  ≥jôW  øY  ø`jÒ¨àe  ÚH  •ÉÑJQ’G  á`©«ÑW  ójóë`J  •

.QÉ°ûàf’G
 ,ø`jÒ`¨àe  Ú`H  ¿ƒ`°SÒH  •É`ÑJQG  πeÉ`©e  áª«b  ÜÉ`°ùM  •

.QÉ°ûàf’G πµ°T ≥jôW øY ¬àª«b ä’’O Ò°ùØJh
.øjÒ¨àe ÚH •ÉÑJQÓd QGóëf’G §N ádOÉ©e ójó–  •

 ,øjÒ¨àŸG  óMCG  º«≤H  DƒÑæà∏d  QGóëf’G §N ádOÉ©e ≥«Ñ£J  •
.É¡H CÉÑæàŸG áª«≤dGh á°VÎØŸG áª«≤dG ÚH ¥ôØdG ójó–h
.øjó◊G …P ™jRƒJh ,π°üØæŸG »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG º¡a  •
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Counting Methods
طرائق العد الفصل

الأول

.á«JÉ«M πFÉ°ùe πM ‘ ¬eóîà°ùJh ,ó©dG CGóÑe ±ô©àJ 
.á«JÉ«M πFÉ°ùe πM ‘ ¬eóîà°ùJh ,ÖdÉ°ùdG ÒZ í«ë°üdG Oó©dG Ühö†e áª«b óŒ 

.Éª¡æe πc ¢üFÉ°üNh ,≥«aGƒàdGh  πjOÉÑàdG »eƒ¡Øe ±ô©àJ 
.≥«aGƒàdGh πjOÉÑàdG ΩGóîà°SÉH á«JÉ«M πFÉ°ùe π– 

k’hCGمبدأ العد

 π¡a ,ájòMC’G øe ¿ÉYƒfh ,π«WÉæÑdG øe ´GƒfCG áKÓKh ,¿É°üª≤dG øe ´GƒfCG á©HQCG óªfi iód
?πeÉc ô¡°T Ióe ¬≤Ñ°S …òdG Ωƒ«dG øY ∞∏àfl ¢SÉÑd AGóJQG Ωƒj πc OGQCG GPEG ∂dP ¬«Øµj

 Ö©°ûdG  OóY ¿CG  º∏Y GPEÉa  .äÉ«°VÉjôdGh AÉjõ«ØdG  »bÉ°ùe π«é°ùJ  ójôj  »©eÉL ÖdÉW óªMCG
 »àdG  ≥FGô£dG  OóY  ºµa  ,äÉ«°VÉjôdG  ¥É°ùŸ  ¿ÉàÑ©°Th  ,Ö©°T  çÓK  »g AÉjõ«ØdG  ¥É°ùŸ  IôaGƒàŸG

?(óMGh âbh ‘ É k©«ªL Ö©°ûdG √òg ìôW øµÁ ’ ¬fCÉH É kª∏Y) ÚbÉ°ùª∏d π«é°ùàdG É¡H ¬æµÁ

 π«é°ùJ  ‘  ≈dhC’G  πãªàJ  ,QÉ«àNG  »à«∏ª©H  Ωƒ≤«°S  ÖdÉ£dG  ¿CG  ∫GDƒ°ùdG  äÉ«£©e  øe  í°†àj
 hCG ,( CG ) áÑ©°T ‘ π«é°ùàdG :»g äGQÉ«N áKÓK ¬eÉeCG ¿CGh ,IôaGƒàŸG AÉjõ«ØdG ¥É°ùe Ö©°T øe áÑ©°T
 ¥É°ùe Ö©°T øe áÑ©°T π«é°ùJ ‘ πãªààa iôNC’G QÉ«àN’G á«∏ªY ÉeCG .(`L) áÑ©°T hCG ,(Ü) áÑ©°T

.(Ü) áÑ©°T ‘ hCG ,( CG ) áÑ©°T ‘ π«é°ùàdG :Éªg §≤a ¿GQÉ«N ¬jód óLƒj å«M ,äÉ«°VÉjôdG

Counting Principle

äÉLÉàædG
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( CG ) AÉjõ«a

(Ü) AÉjõ«a

(`L) AÉjõ«a

( CG ) äÉ«°VÉjQ

( CG ) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

( CG ) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

(Ü) äÉ«°VÉjQ

AÉjõ«ØdG Ö©°TäÉ«°VÉjôdG Ö©°T

:(1-5) πµ°ûdG ô¶fG ,É k©e ÚàÑ©°T QÉ«àNG ≥FGôW OóY OÉéjE’h

.(1-5) πµ°ûdG

 :»JB’Éc  (6) …hÉ°ùj  äÉ«°VÉjQh  AÉjõ«a  »àÑ©°T  QÉ«àNG  ≥FGôW OóY ¿CG  (1-5) πµ°ûdG  øe  ÚÑàj
 ,(Ü äÉ«°VÉjQ ,Ü AÉjõ«a ) ,(CG äÉ«°VÉjQ ,Ü AÉjõ«a ) ,(Ü äÉ«°VÉjQ ,CG AÉjõ«a ) ,(CG äÉ«°VÉjQ ,CG AÉjõ«a)

.(Ü äÉ«°VÉjQ ,`L AÉjõ«a ) ,(CG äÉ«°VÉjQ ,`L AÉjõ«a)

فكر وناقش 
 πc øe áÑ©°T  QÉ«àNG  ≥FGôW Oó©H  É k©e  äÉ«°VÉjQh AÉjõ«a  »àÑ©°T  QÉ«àNG  ≥FGôW OóY ábÓY Ée

?I nó pM ≈∏Y ¥É°ùe
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مثال  (١)

 ,(¥ORô`ØdGh ,QGô`Yh ,»bƒ°T ó`ªMCGh ,»ÑæàŸG :AGô©`°û∏d ) á`jô©`°T øjhGhO 4 áª`WÉa áÑ`àµe ‘
 áªWÉa äOGQCG  GPEG  .(∞«°S ó«dhh ,º«µ◊G ≥«aƒJh ,¿ÉbƒW ihóa :Ú«FGhô∏d) á«HOCG  äÉjGhQ 3h

?∂dP É¡æµÁ á≤jôW ºµÑa , ká«HOCG kájGhQ πãÁ ôNB’Gh Évjô©°T ÉkfGƒjO πãÁ ÉªgóMCG ÚHÉàc IAGôb

الحل

:»JB’G ∫hó÷G ΩGóîà°SÉH QÉ«àN’G ≥FGôW π«ã“ ™«£à°ùf ÉæfEÉa ,Úà«∏ªY øe ¿ƒµàj QÉ«àN’G ¿CG ÉÃ

QÉ«àN’G ≥FGôW 
¿ÉbƒW ihóaº«µ◊G ≥«aƒJ∞«°S ó«dh

»ÑæàŸG(ihóa ,»ÑæàŸG)(≥«aƒJ ,»ÑæàŸG)(ó«dh ,»ÑæàŸG)
»bƒ°T óªMCG(ihóa ,óªMCG)(≥«aƒJ ,óªMCG)(ó«dh ,óªMCG)

QGôY(ihóa ,QGôY)(≥«aƒJ ,QGôY)(ó«dh ,QGôY)
¥ORôØdG(ihóa ,¥ORôØdG)(≥«aƒJ ,¥ORôØdG)(ó«dh ,¥ORôØdG)

 ÉªgóMCG ¿ƒµj å«ëH ,ÚHÉàc IAGô≤d á≤jôW 12 É¡jód áªWÉa ¿CG ≥HÉ°ùdG ∫hó÷G á°SGQO øe Éæd ÚÑàj
. ká«HOCG kájGhQ ôNB’Gh ,Évjô©°T ÉkfGƒjO

 ≈∏Y ¢üæJh ,ó©dG CGóÑe ≈ qª°ùoJ ó©dG ‘ á«°SÉ°SCG IóYÉb ≈dEG π°UƒàdG øµÁ ,≥HÉ°ùdG ¢Vô©dG ≈dEG G kOÉæà°SG
:»JCÉj Ée

فكر وناقش 
 …ô©°T ¿GƒjO QÉ«àNG ≥FGôW Oó©H É k©e á«HOCG ájGhQh …ô©°T ¿GƒjO QÉ«àNG ≥FGôW OóY ábÓY Ée

?I nó pM ≈∏Y á«HOCG ájGhQh
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 ,ìÉØJ  ,∫É≤JôH  ,Rƒe)  á¡cÉØdG  øe  ±Éæ°UCG  á©HQCG  ≈∏Y  …ƒàëj  ¬cGƒØdGh  äGhGö†ÿG  ™«Ñd  πfi
 øe óMGh ∞æ°U AGöûd πëŸG »eGQ ΩCG â∏NO .(ÉWÉ£H ,É°Sƒc) äGhGö†ÿG øe ÚØæ°Uh ,(¥GQO

?É¡d IôaGƒàŸG äGQÉ«ÿG Ée .äGhGö†ÿG øe ôNBG ∞æ°Uh ,¬cGƒØdG

1تدريب 

مثال  (٢)

 á≤jôW ºµH .á«FÉHô¡µdG Iõ¡LC’G ¢VQÉ©e óMCG øe ∞««µJ RÉ¡Lh ádÉ°ùZh áLÓK AGöT ôªY OGQCG
 øe ´GƒfCG  5 h ,äÉLÓãdG øe áØ∏àfl ´GƒfCG  4 ≈∏Y …ƒàëj ¢Vô©ŸG ¿CÉH É kª∏Y ,∂dP AGöT ¬æµÁ

?∞««µàdG Iõ¡LCG øe ´GƒfCG 3 h ,ä’É°ù¨dG

الحل
 ≥FGôW OóYh ,≥FGôW 5 = ádÉ°ù¨dG QÉ«àNG ≥FGôW OóYh ,≥FGôW4 = áLÓãdG QÉ«àNG ≥FGôW OóY

.≥FGôW 3 = ∞««µàdG RÉ¡L QÉ«àNG
:»g ∞««µàdG RÉ¡Lh ádÉ°ù¨dGh áLÓãdG QÉ«àNG ≥FGôW OóY ¿EÉa ,ó©dG CGóÑe Ö°ùëH

.á≤jôW 60 = 3 × 5 ×4
 :»JB’G ó©dG CGóÑe º«ª©J ≈dEG ÉfOƒ≤j ∫ÉãŸG Gògh

 ≈dhC’G á∏MôŸG âjôLCG å«ëH ,(∑) ÉgOóY á©HÉààe IóY πMGôe øª°V Ée á«∏ªY AGôLEG øµeCG GPEG
 »àdG (∑) IÒNC’G á∏MôŸG ≈àM Gòµgh ,2¿ ÉgOóY ≥FGô£H á«fÉãdG á∏MôŸGh ,1¿ ÉgOóY ≥FGô£H

.∑¿ × ... ×2¿ ×1¿ ÉgOóY ≥FGô£H á«∏ª©dG √òg ΩÉ“EG øµÁ ¬fEÉa ,∑¿ ÉgOóY ≥FGô£H …ôŒ

تعريف

 ÉgOóY ≥FGô£H ≈dhC’G á∏MôŸG âjôLCG å«ëH ,Úà©HÉààe Úà∏Môe ‘ Ée á«∏ªY AGôLEG øµeCG GPEG
 ≥FGô£H É k©e á«fÉãdGh ≈dhC’G :Úà∏MôŸG ΩÉ“EG øµÁ ¬fEÉa ,2¿ ÉgOóY ≥FGô£H iôNC’G á∏MôŸGh ,1¿

. 2¿ × 1¿ ÉgOóY
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مثال  (٣)

:Úàdõæe øe ¬æjƒµJ øµÁ G kOóY ºc ,{6,5,3,2 } :á«JB’G ΩÉbQC’G áYƒª› øe
?ΩÉbQC’G QGôµàH í pª o°S GPEG  (1

?ΩÉbQC’G QGôµàH í nª°ùoj º`d GPEG  (2

الحل

.¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM

 ‘ ,4 øe ÈcCG »g »àdG ájOôØdG OGóYC’G áYƒª› øe ∫RÉæe 3 øe OóY øjƒµJ øµÁ á≤jôW ºµH
:∫ÉM

?ΩÉbQC’G QGôµàH í nª°ùoj ⁄ (Ü            ?ΩÉbQC’G QGôµàH í pª o°S  (  CG

تدريب 

تدريب 

2

3

:¿EÉa ,¬H ìƒª°ùe QGôµàdG ¿CG ÉÃ  (1
,(É¡æe QÉ«àN’G øµÁ ΩÉbQCG á©HQCG Éæjód) ≥FGôW 4 = ≈dhC’G ádõæŸG QÉ«àNG ≥FGôW OóY  

.≥FGôW 4 = á«fÉãdG ádõæŸG QÉ«àNG ≥FGôW OóYh
:»g OGóYC’Gh ,á≤jôW 16 = 4 × 4 = Oó©dG øjƒµJ ≥FGôW OóY ∴

.66 ,56 ,36 ,26 ,65 ,55 ,35 ,25 ,63 ,53,33,23 ,62 ,52 ,32 ,22
:¿EÉa ,QGôµàdÉH í nª°ùoj ’ ¬fCG ÉÃ  (2

.(É¡æe QÉ«àN’G øµÁ ΩÉbQCG á©HQCG Éæjód ) ≥FGôW4 = ≈dhC’G ádõæŸG QÉ«àNG ≥FGôW OóY  
.(QGôµàdG ΩóY ÖÑ°ùH óMGh QGó≤Ã ¢ü≤f äGQÉ«àN’G OóY) ≥FGôW 3 = á«fÉãdG ádõæŸG QÉ«àNG ≥FGôW OóYh

:»g OGóYC’Gh ,á≤jôW 12 = 3 × 4 = Oó©dG øjƒµJ ≥FGôW OóY ∴

.56 ,36 ,26 ,65 ,35 ,25 ,63 ,53 ,23 ,62,52,32 
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مثال  (٤)

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL
!3 + !4  (4                        !2  (3                        !7  (2                        !5  (1

مضروب العدد الصحيح غير السالب 

 ,¥QRCG  ,ö†NCG  ,ôªMCG)  áfƒ∏e  ΩÓbCG  4  ™jRƒJ  É¡H  øµÁ  »àdG  ≥FGô£dG  OóY  áaô©e  ÉfOQCG  GPEG
 ,äGQÉ«N á©HQCG  É¡jód ióg ¿EÉa ,(Ö«JÎdÉH ∫ƒàH ,≈∏«d  ,ôª°S ,ióg) äÉÑdÉW 4 ≈∏Y ,(Oƒ°SCG
 OóY ¿EÉa  ,ó©dG  CGóÑe  Ö°ùëHh .§≤a  óMGh QÉ«N ∫ƒàHh  ,¿GQÉ«N ≈∏«dh  ,äGQÉ«N áKÓK  ôª°Sh

.á≤jôW 24 = 1 × 2 × 3 × 4 :≠∏Ñà°S QÉ«àN’G ≥FGôW

 ≈àM  â°übÉæJ  ºK  ,4  Oó©dÉH  GkAóH  á«dÉààe  OGóYCG  ÜöV  âæª°†J  á≤HÉ°ùdG  á«∏ª©dG  ¿CG  ß pM’
 ,!4  õeôdÉH  ¬«dEG  õ neôojh  ,4  Oó©dG  Ühö†e  ΩGóîà°SÉH  ∂dP  øY  ÒÑ©àdG  ÉææµÁh  ,1  Oó©dÉH  â¡àfG

.1 × 2 × 3 × 4 …hÉ°ùjh
:»JB’G ƒëædG ≈∏Y Oó©dG Ühö†e ∞jô©J øµÁ

!(1-¿) × ¿ = (! ¿) ¿CG êÉàæà°SG É k°†jCG øµÁ
 !(2-¿) × (1-¿) × ¿ =     

,!(3-¿) × (2-¿) × (1-¿) × ¿  =     
.Gòµgh     

تعريف

:…hÉ°ùj ¿ Oó©dG Ühö†e ¿EÉa ,ÖdÉ°S ÒZ É kë«ë°U G kOóY ¿ ¿Éc GPEG
1 × 2 × 3 ×000× (3-¿) × (2-¿) × (1-¿) × ¿ =!¿

1 = !0 …hÉ°ù«a ôØ°U Oó©dG Ühö†e ÉeCG
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الحل

الحل

120 = 1×2×3×4×5 = !5  (1
5040 = 1×2×3×4×5×6×7 = !7  (2

2 = 1×2 = !2  (3
30 = 6 + 24 = (1×2×3) + (1×2×3×4) =  !3+ !4  (4

!6 = 1×2×3×4×5×6 = 720  (1
6 = ¿  ¬æeh  , !6 = (!¿) ∴

52 = (!¿) 2 + 4  (2
48 = (!¿)2        
24 = !¿              
!4 = !¿              
4 = ¿ ∴         

?áª«≤à°ùe á≤jô£H áYƒ°Vƒe óYÉ≤e 6 ≈∏Y ÜÓW 6 ¢ù∏éj ¿CG øµÁ á≤jôW ºµH
4تدريب 

مثال  (٥)

:á«JB’G ä’OÉ©ŸG øe vÓc sπ oM
720 = ( !¿)  (1

52 = (!¿) 2 + 4  (2
17 + !0 = !(1+ ¿ ) + 6-  (3

12 =
 ! (2 – ¿)

!¿  (4

7202
3603
1204

305
66
1
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17 + !0 = !(1+ ¿ ) + 6-  (3 
17 + 1  = !(1+ ¿ ) + 6-

  24    =   !(1+ ¿)
  !4     =   !(1+ ¿)

4      =   1+ ¿     
 3      =   ¿∴      

12  = !(2 – ¿)
!¿  (4

12  =
 !(2 – ¿)

!(2-¿) (1-¿)¿

12 =  (1 – ¿) ¿              
0 = 12- ¿ – 2¿           
0 = (3 + ¿) (4 – ¿ )   
4 = ¿                              

.(¢Vƒaôe) 3-  = ¿ :hCG                         

:á«JB’G ä’OÉ©ŸG øe vÓc sπ oM
16 = ( !¿) 3 + 10  (2                                      120 =  (! ¿)  (1

30=
 ! (1 – ¿)

! (1 + ¿)  (4                             120 = !(1 + ¿ 2)  (3

5تدريب 
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ا�سئلة

 ÚH  iôNCG  á∏aÉM 30 πª©Jh ,¿ÉªYh ÉHOCÉe  »àæjóe  ÚH ÜÉcôdG  π≤æd  äÓaÉM 10 πª©J  (1
 Oƒ©j ºK ,¿É qª©H G kQhôe AÉbQõdG ≈dEG ÉHOCÉe øe ôaÉ°ùj ¿CG ÖcGQ OGQCG GPEÉa .AÉbQõdGh ¿É qªY »àæjóe
 AÉæKCG ‘ É¡°ùØf á∏aÉ◊G Öcôj ’CG á£jöT ∂dP πªY ¬æµÁ á≤jôW ºµÑa ,¬°ùØf ≥jô£dG É kµdÉ°S

?¬à∏MQ

 Ωƒë∏dG øe áØ∏àfl ´GƒfCG 4 h ,∑Éª°SC’G øe áØ∏àfl ´GƒfCG 3 ¬«a ,á«FGò¨dG äGóªéŸG ™«Ñd πfi  (2
 G kóMGh É kYƒf …Î°ûj ¿CG øFÉHõdG óMC’ øµÁ á≤jôW ºµH .êÉLódG øe ¿ÉØ∏àfl ¿ÉYƒfh ,AGôª◊G

?êÉLódGh AGôª◊G Ωƒë∏dGh ∑Éª°SC’G øe πc øe

 å«ëH ,9←1 ΩÉbQC’G áeóîà°ù oe äGQÉ«°ùdG º«bÎd É keÉ¶f ∫hódG ióMEG ‘ Ò°ùdG IôFGO â©ÑJG  (3
 √ò¡H É¡ª«bôJ øµÁ IQÉ«°S ºc .AÉé¡dG ±ôMCG øe ÚaôMh ,ΩÉbQCG 4 ≈∏Y IQÉ«°ùdG áMƒd …ƒà–
 QGôµàd ÉkaÓN ,¬H ìƒª°ùe ΩÉbQC’G QGôµJh ,ÉkaôM 28 AÉé¡dG ±ôMCG OóY ¿CÉH É kª∏Y ,á≤jô£dG

?±ôMC’G

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL  (4
 !2+ !5 +!3  (Ü                        !6  (   CG 

!3×42  ( O                        !0 + !2  (`L

:á«JB’G ä’OÉ©ŸG øe vÓc sπ oM  (5
48 = (!¿) ×2 (   CG 

20- = (! ¿)  - 100  ( Ü
2 = !(1- ¿ 3)  (`L
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É k«fÉK
التباديل

 áKÓK  Ωó≤J  GPEÉa  .É¡«a  ƒ°†Yh  º°ùb  ¢ù«Fôd  øjôZÉ°T  ôaGƒJ  øY  äGQGOE’G  ióMEG  âæ∏YCG
 áæµªŸG  ≥FGô£dG  ™«ªL  ÖàcÉa  ,»eÉ°Sh  ,πjógh  ,óªMCG  :ºg  ,ÚàØ«XƒdG  ÚJÉ¡d  ¢UÉî°TCG

.ÚàØ«XƒdG Éà∏c ¬°ùØf ¢üî°ûdG π¨°ûj ’ ¿CG ≈∏Y ;º¡æe Ú°üî°T QÉ«àN’

 Permutations

 ƒ°†Y QÉ«àNG :á«fÉãdGh ,≥FGôW çÓãH º°ùb ¢ù«FQ QÉ«àNG :≈dhC’G ;Úà«∏ª©H Ωƒ≤æ°S ÉæfCG ß pM’
.ÚàæKG Úà≤jô£H

 ,(6 = 2×3) ≥FGôW â°ùH ¿ƒµ«°S É k©e ƒ°†©dGh º°ù≤dG ¢ù«FQ QÉ«àNG ¿EÉa ,ó©dG CGóÑe ≈∏Y G kOÉªàYG
.≥FGô£dG √òg ÚÑj (2-5) πµ°ûdGh

ó```ªMCG

π````jó`g

»eÉ````°S

π````jó`g

ó```ªMCG

»eÉ````°S

π````jó`g

ó```ªMCG

»eÉ```°S

º°ùb ¢ù«FQƒ````°†``Y

(πjóg ,óªMCG)

(»eÉ°S ,óªMCG)

(óªMCG ,πjóg)

(»eÉ°S ,πjóg)

(πjóg ,»eÉ°S)

(óªMCG ,»eÉ°S)
.(2-5) πµ°ûdG

 ÉfÎNG GPEÉa .É kØ∏àfl ≈kæ©e »£©j ¬fCG ∂dPh ;áÑJôŸG êGhRC’G áHÉàc ‘ Ö«JÎdG á«ªgCG ≥Ñ°S É‡ ÚÑàj
 ÉfÎNG GPEG  ÉeCG  ,ƒ°†©dG  »g πjógh ,º°ù≤dG  ¢ù«FQ  ƒg óªMCG  ¿CG  »æ©j  Gò¡a  (πjóg ,óªMCG)  kÓãe
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مثال  (١)

?Iôe πc ‘ (3) IPƒNCÉe öUÉæY (7) øe áfƒµe áYƒª› πjOÉÑJ OóY Ée

الحل
(¿ƒfÉ≤dG ‘ (Q) πãÁ ƒgh ,3 = OGóYC’G OóY)        5 × 6 × 7 = (3,7) ∫

210 =      
5 × 6 × 7 = !4

!4×5×6× 7  =
 ! (3 – 7)

!7   = (3 ,7) ∫ :iôNCG á≤jô£Hh

تعريف

πjOÉÑàdG

 QÉ«àN’G Ö«JôJ ¿ƒµj å«ëH ,¿ ÉgöUÉæY OóY áYƒª› øe Q ÉgOóY öUÉæY äÒàNG GPEG
.πjOÉÑJ ≈ qª°ùoj QÉ«àN’G Gòg ¿EÉa ,É vª¡e

,¿ ≥ Q ≥0 , ¿É«©«ÑW ¿GOóY Q , ¿ å«M ,(Q ,¿) ∫ :õeôdÉH ÉgOóY ≈dEG õ neôojh
.
 ! (Q – ¿)

!¿  = (Q ,¿) ∫ ¿ƒµjh

(1 + Q - ¿) ×000×(3 - ¿) × (2 - ¿) × (1 - ¿) × ¿ = (Q , ¿) ∫ ¿EG …CG

.ƒ°†©dG ƒg óªMCGh ,º°ù≤dG ¢ù«FQ »g πjóg ¿CG »æ©j Gò¡a (óªMCG ,πjóg)
 »gh ,{»eÉ°S ,πjóg ,óªMCG } áYƒªéŸG πjOÉÑJ º°SG ÉgôcP ∞fB’G áÑJôŸG êGhRC’G ≈∏Y ≥∏£oj

6 = 2 × 3 = (2 ,3)∫  :õeôdÉH É¡«dEG õ neôojh ,Iôe πc ‘ øjöüæY øª°†àJ

 ,Iôe π`c »`a (Q) IPƒNCÉ`e ,öü`æY (¿) É`göUÉ`æY Oó`Y ,Iõ`jÉªàe á`Yƒªé`e π`jOÉ`ÑJ Oó`Y
Oó©dG π°üJ ≈àM Iôe πc G kóMGh ¢übÉæàJ ºK ,(¿) øe GkAóH á«dÉààŸG OGóYC’G ÜöV π°UÉM …hÉ`°ùj

.(Q) ÉgOóY ¿ƒµj å«ëH ¢übÉæàJ hCG ,(1+ Q – ¿ )
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(٣) 

(٢) 

مثال 

مثال 

:»JCÉj É‡ ádOÉ©e πc ‘ (Q) áª«b óL
60 = (Q ,5) ∫  (1

39 + !4 = (Q ,6 ) ∫ 2 + 3  (2

 øe ,ÚØ∏àfl ¥hóæ°U ÚeCGh ,öS ÚeCGh ,¬d óYÉ°ùeh ,‘É≤K ióàæe ¢ù«FQ QÉ«àNG øµÁ á≤jôW ºµH
?…OÉædG Gòg ≈dEG ÚÑ°ùàæe AÉ°†YCG 10 ÚH

الحل
.á≤jôW 5040 = 7 × 8 × 9 ×10  = (4 ,10) ∫

?Iôe πc ‘ 2 IPƒNCÉe öUÉæY 5 øe áfƒµe áYƒª› πjOÉÑJ OóY ºc  (1
!2 + (5 ,7) ∫ + (4 ,6) ∫ áª«b óL  ( 2

 É kª∏Y ,ácöûdG ‘ É kØXƒe 20 ÚH øe ‹Ée ôjóeh ,¬d ÖFÉfh ,ácöT ¢ù«FQ QÉ«àNG ≥FGôW OóY Ée
?ácöûdG ‘ IóMGh áØ«Xh øe ÌcCG π¨°ûj ’ óMGƒdG ¢üî°ûdG ¿CÉH

تدريب 

تدريب 

1

2

فكر وناقش 
.(2) ∫ÉãŸG π◊ iôNCG á≤jôW óL
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نشاط

3 = OGóYC’G OóY ,60 = 3×4×5  (1
  3 = Q   ∴     

39+ !4 = (Q ,6 ) ∫ 2 + 3  (2
63 = 39+24 = (Q ,6 ) ∫ 2 + 3

60 = 3 – 63 = (Q ,6) ∫ 2
30 = ( Q ,6) ∫

2 =  OGóYC’G OóY ,30 = 5×6
2 = Q ∴

:Úà«JB’G ÚàdOÉ©ŸG øe πc ‘ (Q) áª«b óL
1680 = (Q ,8) ∫  ( 1

43+  !0 = (Q ,4 ) ∫ 3 - 80  (2

3تدريب 

:øe πc áª«b óL  (1
 (0,5) ∫  , (0,3) ∫  , (0 ,4) ∫

:øe πc áª«b óL  (2
 (1,5) ∫  , (1,3) ∫  , (1 ,4) ∫

:øe πc áª«b óL  (3
 (5,5) ∫  , (3,3) ∫  , (4 ,4) ∫

?çÓãdG ä’É◊G øe ádÉM πc ‘ èàæà°ùJ GPÉe

الحل

605
124

33
1
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ا�سئلة

?Iôe πc ‘ 5 IPƒNCÉe öUÉæY 9 øe áfƒµe áYƒª› πjOÉÑJ OóY Ée  (1

 Gòg ‘ AÉ°†YCG  9  ÚH  øe Ió¡Y ÚeCGh  ,¬d  óYÉ°ùeh ,º°ùb  ¢ù«FQ  QÉ«àNG  øµÁ á≤jôW ºµH  (2
?É k©e ÚàØ«Xh ºgóMCG π¨°ûj ’ ¿CG  á£jöT º°ù≤dG

 :»JCÉj É‡ πc áª«b óL  (3
.(3 ,8) ∫   (  CG 

.(4 ,13 ) ∫ (Ü 
 .(3 ,20) ∫  (`L
.(0 ,17) ∫  ( O 

 :πjOÉÑàdG ΩGóîà°SÉH »JCÉj ÉªY uÈY  (4
 13 ×14 ×15 ×16 ×17  (   CG 

3 ≤ ∑ ,(2 – ∑ ) × (1 – ∑ ) × ∑  ( Ü

:»JCÉj Ée ‘ (Q) h ,(¿) øe πc áª«b óL  (5
720 = ( 3 ,¿) ∫  (   CG
360 = ( Q ,6) ∫ ( Ü

 (2 ,¿) ∫ 9 = (3 ,¿ ) ∫ (`L

:±ôMC’G áYƒª› øe É¡æjƒµJ øµÁ áØ∏àfl ±ôMCG 3 øe áfƒµe áª∏c ºc  (6
?≈æ©e áª∏µ∏d ¿ƒµj ¿CG É kWöT ¢ù«d ¬fCÉH É kª∏Y ,{ Ω ,Æ ,¥ ,¿ ,CG }
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É kãdÉKالتوافيق

  ,¿OQC’G :á«JB’G ∫hódG ¥ôa ≈dhC’G áYƒªéŸG âª°V ,É«°SBG ºeC’ Ωó≤dG Iôc äÉ«Ø°üJ øª°V
?¥ôØdG √òg ÚH á«FÉ¡ædG á«Ø°üàdG äÉjQÉÑe AGôLEG øµÁ á≤jôW ºµH .¥Gô©dG ,¿ÉHÉ«dG ,ájOƒ©°ùdG

Combinations

 ,(¿ÉHÉ«dG ,¿OQC’G) ,(á``jOƒ©°ùdG ,¿OQC’G) :»JB’G ƒ``ëædG ≈∏Y ¿ƒµà°S á``«Ø°üàdG äÉ``jQÉÑe ¿EG
 OóY ¿EGh ,(¥Gô``©dG ,¿ÉHÉ«dG) ,(¥Gô``©dG ,ájOƒ©°ùdG) ,(¿É``HÉ«dG ,á``jOƒ©°ùdG) ,(¥Gô``©dG ,¿OQC’G)
 ,¿OQC’G) IGQÉÑe ¿C’ ;(≈æ©e ¬``d ¢ù«d) …QhöV ÒZ Éæg Ö«JÎdG ¿CG ß pM’ .6 ƒ``g äÉjQÉÑŸG √ò``g

.(¿OQC’G ,ájOƒ©°ùdG) IGQÉÑe É¡°ùØf »g (ájOƒ©°ùdG
 ÒZ Ö«JÎdG ¿ƒµj å«ëH ,(¿) ÉgöUÉæY OóY áYƒª› øe (Q) ÉgöUÉæY OóY á«FõL áYƒª› QÉ«àNG ¿EG

.Ék≤«aƒJ ≈ qª°ùoj ,º¡e

مثال  (١)

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL

 
6
4   (3                                       

9
5   (2                                       

4
2   ( 1

تعريف
 (Q) ÉgöUÉæY OóY á«FõL áYƒª› πc ¿EÉa ,¿ ≥ Q ≥0 å«ëH Ú«©«ÑW øjOóY Q , ¿ ¿Éc GPEG

  ,öüæY (Q) øe Ékfƒµe Ék≤«aƒJ ≈ qª°ùoJ (¿) ÉgöUÉæY OóY áYƒª› øe QÉàîoJ
:å«M ,(Q ¥ƒa ¿) :CG nô≤oJh

 
¿
Q  

:õeôdÉH É¡«dEG õ neôojh

!(Q - ¿) !Q
!¿

 =
 
 

¿
Q  

. !Q
(Q , ¿)∫  

=
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الحل

6  =
  !2 × !2

!2×3×4   =
  !(2 – 4) !2

!4   = 
4
2  (1

126  = !4 × !5
!5×6×7×8×9  =

  !(5 – 9)!5
! 9

  = 
9
5  (2

15  =
 !2 × !4

!4×5×6   =
  !(4 – 6)!4

! 6
  = 

6
4  (3

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL

 
5
2  (3                                       

8
5   (2                                        

9
7  ( 1

1تدريب 

نشاط

:»JCÉj É‡ πc áª«b óL
?èàæà°ùJ GPÉe , 

3
3  ,  

9
9   ,  

8
8  (1

?èàæà°ùJ GPÉe , 3
1  ,  

7
1   ,  

5
1  (2

?èàæà°ùJ GPÉe , 
4
0  ,  

2
0   ,  

8
0   (3

:á«JB’G á∏ãeC’G øe í°†àj Éªc á«∏ªY πFÉ°ùe πM ‘ ≥«aGƒàdG ΩGóîà°SG øµÁ

مثال  (٢)

.É¡æY áHÉLEÓd á∏Ä°SCG 5 QÉ«àNG ≥FGôW OóY óL .á∏Ä°SCG 7 øe ¿ƒµàj á«Hô©dG á¨∏d ¿ÉëàeG 
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.á≤jôW 35 =  
7
3  = ΩÉ°ùbCG AÉ°SDhQ 3 QÉ«àNG ≥FGôW OóY  (1

.≥FGôW 8 =   
8
1   =  ƒ°†Y QÉ«àNG ≥FGôW OóY

 .á≤jôW 280 = 8 × 35 = áæé∏dG QÉ«àNG ≥FGôW OóY
 hCG ,óMGh º°ùb ¢ù«FQh AÉ°†YCG áKÓK øe hCG ,Úª°ùb »°ù«FQh ÚæKG øjƒ°†Y øe áæé∏dG ¿ƒµàJ  (2

.AÉ°†YCG á©HQCG øe

 
7
0  ×  

8
4  +  

7
1  ×  

8
3  +   

7
2  × 

8
2  = áæé∏dG QÉ«àNG ≥FGôW OóY

1×70 +   7×56 +   21×28 =      
.á≤jôW 1050 = 70 + 392 + 588 =      

.≥FGôW  7 =  áæé∏dG ¢ù«FQ QÉ«àNG ≥FGôW OóY  (3
.á≤jôW 392 = 56 × 7 =   

8
3  × 7 = áæé∏dG QÉ«àNG ≥FGôW OóY

:áæé∏dG QÉ«àNG ≥FGôW OóY ¿ƒµ«a ,ΩÉ°ùbC’G AÉ°SDhQ øe É¡©«ªL áæé∏dG ∞dCÉàJ  (4
.á≤jôW 35 =  7

4  

الحل

مثال  (٣)
 ΩÉ©dG  AóÑd  G kOGó©à°SG  á£N  OGóYEG  ≈dƒàJ  á«YÉHQ  áæ÷  QÉ«àNG  OGôj  º«∏©àdGh  á«HÎdG  äÉjôjóe  ióMEG  ‘
:á«JB’G ä’É◊G ‘ áæé∏dG øjƒµJ øµÁ á≤jôW ºµH .ΩÉ°ùbCG AÉ°†YCG 8h ,ΩÉ°ùbCG AÉ°SDhQ 7 ÚH øe ,»°SGQódG

.óMGh ƒ°†Yh ΩÉ°ùbCG AÉ°SDhQ 3 øe ¿ƒµàJ áæé∏dG  (1
.πbC’G ≈∏Y ÚæKG øjƒ°†Y øe ¿ƒµàJ áæé∏dG  (2

.AÉ°†YC’G øe á«≤ÑdGh ,º°ùb ¢ù«FQ ¿ƒµj ¿CG Öéj áæé∏dG ¢ù«FQ  (3
.ΩÉ°ùbC’G AÉ°†YCG øe ƒ°†Y …CG áæé∏dG º°†J ’  (4

.á≤jôW 21 =
 !2 × !5

!5 × 6 ×7  =
 !(5 – 7)!5

! 7  =  
7
5   = ≥FGô£dG OóY

الحل
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مثال  (٤)

:Úà«JB’G ÚàdOÉ©ŸG øe vÓc sπ oM

 
∑
5   =  

∑
4   (2                          

7
∑   =  

7
3   (1

 ÚH øe ,»ë°U ô“Dƒe ‘ ≈Ø°ûà°ùŸG π«ãªàd  »°SÉªN »ÑW ≥jôa QÉ«àNG OGôj äÉ«Ø°ûà°ùŸG óMCG ‘
:á«JB’G ä’É◊G ‘ ≥jôØdG øjƒµJ øµÁ á≤jôW ºµH .Ú°Vô‡ 6h ,AÉÑWCG 5

.ÌcC’G ≈∏Y ÚæKG ÚÑ«ÑW øe ∞dCÉàj ≥jôØdG  (1
.¿ƒ°Vô‡ á«≤ÑdGh ,AÉÑWC’G øe ¬ÑFÉfh ≥jôØdG ¢ù«FQ  (2

.É¡«dEG π°Uƒàà°S »àdG áé«àædG ¿QÉb ºK ,(Ü) h ( CG ) ‘ Ú≤«aƒàdG øe πc áª«b óL ,¿B’Gh

 
6
2   h  

6
4   (Ü                       

8
5  h  

8
3   (  CG

:»JB’G º«ª©àdG ≈dEG ÉfOƒ≤j Gògh ,(Ü) ‘ ∫É◊G Gòch ,¿ÉjhÉ°ùàe (CG) ‘ Ú≤«aƒàdG øe vÓc ¿CG ßM’

:»JCÉj É‡ ádOÉ©e πc sπ oM

 
 ¢S
7  = 

 ¢S
5  (2    

6
1+¢S   =  

 6
4    (1

تدريب 

تدريب 

2

3

 3 = ∑  (1
   4 = ∑ :¬æeh  ,7 = 3 + ∑ :hCG

.(π◊G áë°U øe ≥≤–)  4 = ∑  ,  3 = ∑ ∴

.(π◊G áë°U øe ≥≤–)   9 = 5 + 4 = ∑  (2

الحل

.¿ ≥ Q ≥0 ,¿É«©«ÑW ¿GOóY Q , ¿ å«M  
¿Q-¿   =  

¿
Q
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ا�سئلة

:»JCÉj Éªe πc áª«b óL  (1
 5
5   (Ü            

100
97   (    CG

 4
1   (  O           

 4
0   (`L

.ΩÓbCG 10 …ƒ– áÑ∏Y øe Úª∏b QÉ«àNG ≥FGôW OóY óL  (2

 á≤jôW ºµÑa  ,á≤jóëdG  ∞«¶æàH  º¡æe  3 ∞«∏µJ  OGôj  .äÉæH  3 h O’hCG  5 øe ∞dCÉàJ  á∏FÉY  (3
:å«ëH ,ºgQÉ«àNG øµªj

.≥jôØdG øª°V πbC’G ≈∏Y ¿ÉàæH óLƒj  (   CG 
.≥jôØdG ‘ âæH …CG óLƒj ’  ( Ü

.äÉæÑdG øe ≥jôØdG ¢ù«FQ ¿ƒµj  (`L

:»JCÉj É‡ ádOÉ©e πc sπ oM  (4

 
3

¢S2   =   3
1     (   CG 

 
¢S
21   =  

¢S
5     (Ü
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 Discrete and Continuous Random Variable
المتغيرات العشوائية المنفصلة والمتصلة  الفصل

الثاني
äÉLÉàædG

k’hCGالمتغير العشوائي المنفصل وتوزيع ذي الحدين

 øe  ÌcCG  áHôéàdG  œÉæd  IOófi á°ü«°üN ≈∏Y  ÉkfÉ«MCG  ÉæeÉªàgG  õcÎj  ób  ,Ée  áHôŒ AGôLEG  óæY
 Éfõ«côJ  øe  ÌcCG  áæ«©e  á∏FÉ©d  QƒcòdG  AÉæHC’G  OóY ≈∏Y õcôf  ób  ,∫ÉãŸG  π«Ñ°S  ≈∏©a  .¬°ùØf  œÉædG
 ÚH øe áëLÉædG á«MGô÷G äÉ«∏ª©dG Oó©H ºà¡f ób hCG ,IO’ƒdG óæY çÉfE’Gh QƒcòdG π°ù∏°ùJ ≈∏Y
.ÚJôe ó≤f á©£b AÉ≤dEG áHôŒ ‘ IQƒ°üdG Qƒ¡X äGôe OóY hCG ,ìGôL Ö«ÑW É¡jôéj »àdG äÉ«∏ª©dG

.π°üàŸGh ,π°üØæŸG :»FGƒ°û©dG Ò¨àŸG Ωƒ¡Øe ±ô©àJ 
.øjó◊G …P ™jRƒJ ΩGóîà°SÉH ∫ÉªàM’G Ö°ù– 

.ΩÉÿG áeÓ©dÉH É¡àbÓYh ,ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG ±ô©àJ 
.ÉgöùØJh ,ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG Ö°ù– 

.¬°üFÉ°üNh »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ≈æëæe ±ô©àJ 
.á«∏ªY πFÉ°ùe πM ‘ »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ¢üFÉ°üN Ωóîà°ùJ 

 π sµ°T Ée ;áHôéàdG œGƒf øe œÉf πµd ájOó©dG º«≤dG  ≈∏Y á≤HÉ°ùdG  ÜQÉéàdG øe áHôŒ πc äõ scQ
.ì á«≤«≤◊G OGóYC’G øe á«FõL áYƒª› √Góeh ,»æ«©dG AÉ°†ØdG ¬dÉ›h ,»FGƒ°û©dG Ò¨àŸG º°SÉH ±ô©oj ÉkfGÎbG

 á«≤«≤◊G OGóYC’G øe á«FõL áYƒª› ≈dEG Ω »æ«©dG AÉ°†ØdG øe ±ô©e ¿GÎbG ƒg »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG

.á«FGƒ°û©dG äGÒ¨àŸG ≈∏Y ád’ó∏d ... ,´ ,¢U ,¢S RƒeôdG Ωóîà°ùoJ å«ëH , ì
 »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG ≈ qª°ùoj ¬fEÉa IOhó©e áYƒª› »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG ÉgòNCÉj »àdG º«≤dG âfÉc GPEG ÉeCG

 .π°üØæŸG

تعريف
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مثال  (١)

 3 É¡jód á∏FÉ©d  »FGƒ°ûY QÉ«àNG áHôŒ ‘ QƒcòdG  ∫ÉØWC’G OóY ≈∏Y ¢S »FGƒ°û©dG  Ò¨àŸG  s∫O GPEG
 Ò¨àŸG  ÉgòNCÉj  ób  »àdG  º«≤dG  óéa  ,IO’ƒdG  π°ù∏°ùJh  ¢ùæ÷G  Ö°ùëH  èFÉàædG  âf uh oOh  ,∫ÉØWCG

.¢S »FGƒ°û©dG

الحل
 ∫hó÷G ‘ Éªc œÉf πc øe QƒcòdG ∫ÉØWC’G OóYh ,áHôéàdG √ò¡d »æ«©dG AÉ°†ØdG öUÉæY OÉéjEG Ú©àj

:»JB’G
Ω »æ«©dG AÉ°†ØdG öUÉæYQƒcòdG ∫ÉØWC’G OóY

( h h h)3
(Ü h h)2
(h Ü h)2
( h h Ü)2
( Ü Ü h)1
( Ü h Ü)1
(h  Ü Ü)1
( Ü Ü Ü)0

  ¢S ≈ qª°ùoj Gò`d ;á«¡àæeh IOhó©e º«b »`gh ,{ 3 ,2 ,1 ,0}  :º«≤dG ò`NCÉ`j ¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG
 . kÓ°üØæe Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe

:å«M ,¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG ÉgòNCÉj »àdG º«≤dG ∫ÉªàMG ÜÉ°ùM øµÁ , ≥HÉ°ùdG ∫ÉãŸG ‘
1
8  = (h h h) ∫ = (3 = ¢S) ∫

3
8  = (h h Ü) ∫ + (h Ü h) ∫ + (Ü h h) ∫ = (2 = ¢S) ∫

3
8  = (h Ü Ü) ∫ + (Ü h Ü) ∫+ ( Ü Ü h) ∫ = (1= ¢S) ∫

 1
8  = (Ü Ü Ü) ∫ = (0 = ¢S)∫
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 »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ≈ qª°ùoJ  áÑJôe êGhRCG IQƒ°U ≈∏Y º«≤dG √òg Ö«JôJ É k°†jCG øµÁ
:»JB’Éc ¢S

 ™jRƒàdG ∫hóL ¬« qª°ùof ∫hóL IQƒ°üH hCG ,{ ( 1
8  ,3) ,( 3

8  ,2) ,( 3
8 ,1) ,( 1

8  ,0 ) }

 :»JB’G ∫hó÷G ‘ ôgÉ¶dG ƒëædG ≈∏Y ,¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G
¢S0123

(Q ¢S)∫

:¿CG ß pM’
¿ ... ,2 ,1 ,0 = Q ,ôØ°U ≤ ( Q¢S) ∫  -

 1 = (Q¢S) ∫  -

.¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ∫ÉªàMG ¿GÎbG ∫ » qª°ùof Gòd

1
8

1
8

3
8

1تدريب 

 ≈∏Y áHÉàc Qƒ¡X äGôe OóY ≈∏Y ´  »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG s∫ nO ,IóMGh Iôe ó≤f »à©£b AÉ≤dEG áHôŒ ‘
 :ôgÉ¶dG ¬LƒdG

.´ »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG ÉgòNCÉj ¿CG øµÁ »àdG º«≤dG óL  (1
.´ »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ∫hóL ÖàcG  (2

.´ »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ∫ÉªàMG ¿GÎbG ƒg ∫ ¿CG uÚH  (3

3
8

مثال  (٢)

?CG âHÉãdG áª«b Éªa ,»JB’G ∫hó÷G ‘ Éªc ≈£©e ¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ¿Éc GPEG
¢S012

(Q¢S) ∫0^30^1CG
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الحل

1 = CG + 0^1 + 0^3 = (Q¢S) ∫

0^6 = CG  :¬æeh   ,1 = CG + 0^4

2تدريب 

:áYƒªéŸG ‘ ≈£©e ¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ¿Éc GPEG
?Ü âHÉãdG áª«b Éªa ,{ (Ü2,3) ,(0^1 ,2 ) ,(0^3 ,1 ) ,( 0^2 ,0) }

توزيع ذي الحدين

 ,ÉkàHÉK Iôe πc ‘ ±ó¡dG ¬àHÉ°UEG ∫ÉªàMG ¿Éc GPEÉa .±óg ƒëf äÉ°UÉ°UQ (5) OÉ«°U ≥∏WCG
?äGôe 3 ±ó¡dG OÉ«°üdG Ö«°üj ¿CG ∫ÉªàMG Éªa ,0^8 …hÉ°ùjh

 .∂dP ‘ π°ûØj ¿CG  ÉeEGh ,±ó¡dG áHÉ°UEG  ‘ íéæj ¿CG  ÉeEÉa  ;ÚdÉªàMG πª°ûJ OÉ«°ü∏d ádhÉfi πc
 .π°ûa ÉeEGh ,ìÉ‚ ÉeEG ;Ú∏°üØæe ÚŒÉf øe ¿ƒµe »æ«©dG ÉgDhÉ°†ah ,‹ƒfôH áHôŒ ≈ qª°ùoJ ádhÉëŸG √ògh
 ‘ ôqKDƒoJ ’ ÜQÉéàdG ióMEG áé«àf) á∏KÉªàeh á∏≤à°ùe ¿ƒµJ å«ëH äGôŸG øe G kOóY ádhÉëŸG √òg äQuô oc ∫ÉM ‘h
.øjó◊G …P ™jRƒJ ≈ qª°ùoj ÜQÉéàdG øe ´ƒædG Gòg ¿EÉa ,Iôe πc ‘ ÉkàHÉK ìÉéædG ∫ÉªàMG ¿Éch ,(ÉgGƒ°S

 ,( CG  ) IóMGƒdG ádhÉëŸG ‘ ìÉéædG ∫ÉªàMG ¿Éch ,äGôŸG øe ¿ ‹ƒfôH áHôŒ âjôLoCG  GPEG
;CG ,¿ :√ÓeÉ©e øjóM GP Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe ¢S ¿Éch

 ìÉéædG ∫ÉªàMG ¿EÉa ,á∏KÉªàeh á∏≤à°ùe ádhÉfi (¿) øe ìÉéædG äGôe OóY …hÉ°ùj ¢S ¿EG …CG 
:…hÉ°ùj äGôŸG øe (Q) ‘

.{ ¿ ... ,2 ,1 ,0 }   Q å«M             Q – ¿(CG – 1) Q( CG )  ¿
Q  = (Q = ¢S ) ∫

:»JB’G ƒëædG ≈∏Y á≤HÉ°ùdG ádCÉ°ùŸG πM øµÁ
5 = ¿  ← (5 …hÉ°ùj áHôéàdG AGôLEG äGôe OóY)
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الاقتران الأسي الطبيعي

مثال  (٣)

:»JCÉj É‡ vÓc óéa ,0^4 = CG ,3 = ¿  :√ÓeÉ©eh ,øjóM GP Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe ¢S ¿Éc GPEG
.(2 > ¢S) ∫  (3                           .(1 ≤ ¢S) ∫  (2                             .(2 = ¢S) ∫  (1

الحل
2 – 3(0^4 – 1 ) 2(0^4 )    3

2   = (2 = ¢S ) ∫  (1
0^288 = 0^6× 0^16 × 3 =        

 (3 = ¢S) ∫ + (2 = ¢S) ∫ + (1 = ¢S) ∫ = (1≤ ¢S ) ∫  (2
(0 = ¢S) ∫ – 1 =        

0 - 3(0^4 – 1 ) 0(0^4 )  3
0  -1 =       

 ( 0^216×1×1 ) - 1 =       
0^784 =       

(0 = ¢S) ∫ + (1 = ¢S) ∫ = (2> ¢S ) ∫  (3
0 - 3(0^6 ) 0(0^4)   3

0  + 1- 3(0^6 ) 1(0^4 )  3
1   =       

0^216 × 1×1 +   0^36 × 0^4 × 3 =       
0^648 =0^216 +  0^432 =       

0^8 = CG  ← (âHÉK ádhÉfi πc ‘ ìÉéædG ∫ÉªàMG)
3 – 5(0^8 – 1 ) 3(0^8 )  5

3   =  (3 = ¢S) ∫
0^20 ≈ 0^04 × 0^512 × 10  =           

3تدريب 

:»JCÉj É‡ vÓc óéa ,0^7 = CG ,6 = ¿ :√ÓeÉ©eh ,øjóM GP Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe ¢S ¿Éc GPEG
.(2≥ ¢S ) ∫  (3                       .(4 ≤ ¢S ) ∫  (2                            .(5 = ¢S ) ∫  (1
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4تدريب 

 ìÉ‚ ∫ÉªàMG Ée .%60 ƒg IóMGƒdG á∏à°ûdG ¢SôZ ìÉ‚ ∫ÉªàMG ¿Éch ,äÓà°T 7 ´QGõ oe ¢SôZ
?πbC’G ≈∏Y äÓà°T 3 ¢SôZ

مثال  (٤)

:»JCÉj É‡ vÓc óéa ,0^3 = CG ,3 = ¿  :√ÓeÉ©eh ,øjóM GP Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe ¢S ¿Éc GPEG
.¢S º«b  (1

.¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ∫hóL  (2

الحل
.{3 ,2 ,1 ,0 } = ¢S º«b  (1

0- 3(0^3 - 1 ) 0(0^3 )    3
0  = (0 = ¢S ) ∫  (2

 0^343 = 0^343 ×1×1 =                   
0^441 = 0^49 × 0^3 × 3 =  1- 3(0^7 )  1(0^3 )   3

1  = (1 = ¢S ) ∫

0^189 = 0^7 × 0^09 × 3 =   1(0^7 ) 2(0^3 )  3
2  = (2 = ¢S ) ∫

0^027 = 1 ×0^027 ×1 =  0(0^7) 3(0^3)  3
3  = ( 3 = ¢S) ∫

:»JB’G ∫hó÷G ‘ Éªc ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ∫hóL ¿ƒµj
¢S0123

(Q¢S) ∫0^3430^4410^1890^027

فكر وناقش 
?(4) ∫Éãª∏d ∂∏M áë°U øe ≥≤ëàdG ∂æµÁ ∞«c
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ا�سئلة

 ,Oôf  …ôéM  AÉ≤dEG  áHôŒ  ‘  øjôgÉ¶dG  øjOó©dG  ´ƒª›  ≈∏Y  ¢S  »FGƒ°û©dG  Ò¨àŸG  s∫O  GPEG  (1
:»JCÉj ÉªY ÖLCÉa ,øjôgÉ¶dG Ú¡LƒdG ≈∏Y ÚªbôdG á¶MÓeh

.¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àŸG ÉgòNCÉj ¿CG øµÁ »àdG º«≤dG óL (   CG
.¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ∫hóL ÖàcG (Ü

.∫ÉªàMG ¿GÎbG ƒg ∫ ¿CG uÚH (`L

?CG âHÉãdG áª«b Éªa ,»JB’G ∫hó÷ÉH ≈£©e ¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ¿Éc GPEG  (2
¢S012

(¢S) ∫0^50^1 1 +  CG

:»JCÉj É‡ vÓc óéa ,0^6 = CG ,4 = ¿  :√ÓeÉ©eh ,øjóM GP Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe ¢S ¿Éc GPEG  (3
.(2 = ¢S) ∫  (   CG 
.(4 ≤ ¢S) ∫  ( Ü
.(1 ≥ ¢S) ∫  (`L

 ¥hóæ°üdG  øe âÑ pë o°S  GPEG  .¿ƒ∏dG  AÉbQR á«≤ÑdGh ,AGôªM É¡æe 3 ,äGôc 5 …ƒëj ¥hóæ°U  (4
 AGôª◊G  äGôµdG  OóY  ≈∏Y  ¢S  »FGƒ°û©dG  Ò¨àŸG  s∫ nOh  ,´ÉLQE’G  ™e  ‹GƒàdG  ≈∏Y  äGôc  4

.¢S »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ∫hóL Å°ûfCÉa ,áHƒë°ùŸG
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 »µd ,øµdh .≈∏YCG ¬àeÓY ¿C’ ;óªMCG π«°ü– øe π°†aCG »eGQ π«°ü– ¿CG á∏gh ∫hCG øe hóÑj
 ,¥É°ùe πc º∏©e á∏Ä°SCG  iƒà°ùe :πãe ,ÒjÉ©ŸG øe OóY IÉYGôe øe óH Óa ;á≤«bO áfQÉ≤ŸG ¿ƒµJ

.áÑ©°T πc áÑ∏W π«°ü– iƒà°ùeh

 ,»HÉ°ù◊G §°SƒàŸG  :πãe ,áÑ©°T  πc äÉeÓY ™jRƒJ  á©«ÑW øY äÉeƒ∏©e ôaGƒJ  Öéj ,¿PEG
 ∞jô©àdGh  .áfQÉ≤ŸG  á«∏ªY  AGôLEG  ºK  ,ájQÉ«©ŸG  áeÓ©dG  ≈ qª°ùoj  Ée  ÜÉ°ùMh  ,…QÉ«©ŸG  ±Gôëf’Gh

.ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG Ωƒ¡Øe í u°Vƒj »JB’G

Stander Scoreالعلامة المعيارية

 90»eGQ áeÓY âfÉc ÚM ‘ ,87 áeÓY ≈∏Y π°üMh ,äÉ«°VÉjôdG ‘ ÉkbÉ°ùe óªMCG ¢SQO
 Gòg ‘ π°†aCG  »∏«°üëàdG  √Gƒà°ùe  ¿Éc  ÚÑdÉ£dG  …CG  .iôNCG  áÑ©°T  ‘ øµdh ,¬°ùØf  ¥É°ùŸG  ‘

?¥É°ùŸG

É k«fÉK

مثال  (١)

 …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh  ,70 äÉ«°VÉjôdG IOÉe  ‘ Ée ∞°U ÜÓW äÉeÓ©d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¿Éc GPEG
 ÖdÉ£dGh ,82 áeÓY ∫Éf …òdG óªfi ÖdÉ£dG øe πc áeÓ©d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG óéa ,4 äÉeÓ©∏d

66 áeÓY ∫Éf …òdG ∞°Sƒj

تعريف

 ≈dEG  ¢S »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG øY ¢S IógÉ°ûŸG ±GôëfG áÑ°ùf »g ¢S IógÉ°ûª∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG
:¿EG …CG ;(R) :õeôdÉH É¡«dEG õ neôojh ,(´) …QÉ«©ŸG ±Gôëf’G

.G kôØ°U ≠ ´ ,
 
¢S - ¢S

´   = ¢SR
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مثال  (٢)

 ƒg …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh ,60 ƒg AÉjõ«ØdG ¿ÉëàeG ‘ áÑ∏W äÉeÓ©d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¿CG âª∏Y GPEG
:óéa ,6

.ájQÉ«©e äÉaGôëfG á©HQCG §°SƒàŸG ¥ƒa ±ôëæJ »àdG áeÓ©dG  (1
2^5 QGó≤ª`H §°SƒàŸG â– ±ôëæJ »àdG áeÓ©dG  (2

 70 = (¢S) »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG
 4 = (´) …QÉ«©ŸG ±Gôëf’G

 3  =  12
4  

 = 
 
70- 82

4   =  82R    :»g óªfi ÖdÉ£∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG

.»HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¥ƒa ájQÉ«©e äÉaGôëfG áKÓK ±ôëæJ 82 áeÓ©dG ¿CG »æ©j Gògh

1-  =  4-
4   =

  
70- 66

4   = 66R  :»g ∞°Sƒj ÖdÉ£∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG

.»HÉ°ù◊G §°SƒàŸG â– G kóMGh ÉvjQÉ«©e ÉkaGôëfG ±ôëæJ 66 áeÓ©dG ¿CG »æ©j Gògh

الحل

1تدريب 

 ,≠c 40 √QGó≤e »HÉ°ùM §°SƒàŸ ¢SQGóŸG ióMEG ‘ »°SÉ°SC’G ¢ùeÉÿG ∞°üdG áÑ∏W πàc ™°†îJ
 ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG óéa ,≠c 38 ∞°üdG áÑ∏W óMCG á∏àc âfÉc GPEÉa  .4 √QGó≤e …QÉ«©e ±Gôëf’h

.ÖdÉ£dG Gòg á∏àµd
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الحل

2تدريب 

4 = ¢SR    ,6 = ´    ,60 =  ¢S   (1

 
  

¢S - ¢S
´   = ¢SR   

 
60 - ¢S

6   =  4    
60 – ¢S = 24  

84 = ¢S∴

.(?GPÉŸ)  2^5-  =¢SR   (2

 
60 - ¢S

6  = 2^5-
60 - ¢S = 15 -

 45 = ¢S ∴       

مثال  (٣)

 :Ú«JB’G ÚdGDƒ°ùdG øY ÖLCG ,»JB’G  ∫hó÷G ≈∏Y G kOÉªàYG
?π°†aCG AÉØ°U π«°ü– ¿Éc ÚãëÑŸG …CG ‘  (1
?∞©°VCG Ëôe π«°ü– ¿Éc ÚãëÑŸG …CG ‘  (2

»HÉ°ù◊G §°SƒàŸG…QÉ«©ŸG ±Gôëf’GAÉØ°U áeÓYËôe áeÓY
ïjQÉàdG6046872

É«aGô¨÷G7857383

 …QÉ«©ŸG  ±Gôëf’G  ¿CÉH  É kª∏Y  ,ájõ«∏‚E’G  á¨∏dG  IOÉe  ‘ áÑ∏W  äÉeÓ©d  »HÉ°ù◊G  §°SƒàŸG  áª«b  óL
.…QÉ«©e ±GôëfG 4 ````` QGó≤Ã §°SƒàŸG Gòg ¥ƒa ±ôëæJ (85) πjóg áeÓYh ,4 äÉeÓ©∏d1

4
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الحل
:É«aGô¨÷Gh ïjQÉàdG »ãëÑe øe πc ‘ AÉØ°U áÑdÉ£∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG Ö°ùMG  (1

2 = 
 

60 - 68
4   =  68R

 1 -  =  5-
5   = 

 
78 - 73

5   =  73R

.π°†aCG ïjQÉàdG åëÑe ‘ AÉØ°U π«°ü– ∴

:É«aGô¨÷Gh ïjQÉàdG »ãëÑe øe πc ‘ Ëôe áÑdÉ£∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG Ö°ùMG  (2

3  = 
 

60 - 72
4   =  72R

1 = 
  

78 - 83
5   =  83R

.∞©°VCG É«aGô¨÷G åëÑe ‘ Ëôe π«°ü– ∴

مثال  (٤)

 áª«b óéa ,Ö«JÎdG ≈∏Y 65 , 80 ÚàeÓ©dG ¿ÓHÉ≤J (1-) ,2 ¿ÉàjQÉ«©ŸG ¿ÉàeÓ©dG âfÉc GPEG
.ΩÉÿG äÉeÓ©∏d …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh ,»HÉ°ù◊G §°SƒàŸG

الحل
¢S - 80

´   = 80R

.(1) ádOÉ©ŸG  ................                     ¢S - 80 = ´ 2 :¬æeh
¢S - 65

´   = 65R

.(2) ádOÉ©ŸG  ................        ¢S  - 65 = ´- :¬æeh
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3تدريب 

 óéa  ,Ö«JÎdG  ≈∏Y  (2-)  ,1  ÚàjQÉ«©ŸG  ÚàeÓ©dG  ¿ÓHÉ≤J   72  ,  84  ¿ÉJógÉ°ûŸG  âfÉc  GPEG
90 IógÉ°ûª∏d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG

 :èàæj ,(1)  ádOÉ©ŸG øe (2) ádOÉ©ŸG ìô£H
 15 = ´ 3

5 = ´∴

:èàæj ,(1) ádOÉ©ŸG øµàdh ,ÚàdOÉ©ŸG ióMEG ‘ ´ áª«b ¢†jƒ©àH
¢S -  80 = 5×2 

70 =  ¢S ∴
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  …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh ,60 AÉ«ª«µdG IOÉe ‘ Ée ∞°U ÜÓW äÉeÓ©d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¿Éc GPEG  (1
 ájQÉ«©ŸG áeÓ©dGh ,72 áeÓY ∫Éf …òdG ôgÉ°S ÖdÉ£dG áeÓ©d ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG óéa ,3 äÉeÓ©∏d

54 áeÓY ∫Éf …òdG óæ¡e ÖdÉ£∏d

 ±Gôëf’G ¿CGh ,º°S160 ƒg ¢SQGóŸG ióMEG äÉÑdÉW ∫GƒWC’ »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¿CG âª∏Y GPEG  (2
:óéa ,4 ø¡dGƒWC’ …QÉ«©ŸG

.ájQÉ«©e äÉaGôëfG áKÓK  §°SƒàŸG ¥ƒa ±ôëæj …òdG ∫ƒ£dG (   CG 
.…QÉ«©e ±GôëfG ™HQh ÚjQÉ«©e ÚaGôëfG §°SƒàŸG â– ±ôëæj …òdG ∫ƒ£dG ( Ü

 §°SƒàŸG óéa ,2 …QÉ«©ŸG ±Gôëf’G ¿Éch ,2 ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG πHÉ≤J 8 IógÉ°ûŸG âfÉc GPEG  (3
.»HÉ°ù◊G

 áª«b óéa ,Ö«JÎdG ≈∏Y (3-) ,3 ÚàjQÉ«©ŸG ÚàeÓ©dG ¿ÓHÉ≤J 12 ,32 ¿ÉàeÓ©dG âfÉc GPEG  (4
.…QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh ,»HÉ°ù◊G §°SƒàŸG

ا�سئلة
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É kãdÉKالتوزيع الطبيعيNormal Distribution

 »HÉ°ùM  §°SƒàÃ  »©«Ñ£dG  ™jRƒàdG  ™ÑàJ  Ée  á©eÉL  ‘  ÖdÉW  10000  äÉeÓY  âfÉc  GPEG
 áeÓY ¿CÉH É kª∏Y ,ÚëLÉædG áÑ∏£dG OóY ≠∏Ñj ºµa ,5 √QGó≤e …QÉ«©e ±GôëfGh ,65 √QGó≤e

 ?60 ìÉéædG

 äó p°U oQ ∫ÉM ‘h .É¡à≤«≤M ¿É«Ñd á«ª∏Y á°SGQO ≈dEG êÉà– ÉæJÉ«M ‘ ôgGƒ¶dG øe ÒãµdG ¿EG
:»JB’Éc …QGôµJ ≈æëæÃ É¡æY uÈ oYh ,É¡KhóM Q sôµnJh ,äGógÉ°ûŸG

:á«JB’G ¢üFÉ°üÿÉH õ«ªàj Év«©«ÑW Ék©jRƒJ πãÁ äÉfÉ«ÑdG ™jRƒJ ¿EÉa
.¢Sô÷G ¬Ñ°ûj ¬∏µ°Th ,(μ) §°SƒdG ≈∏Y ΩÉ≤ŸG Oƒª©dG ∫ƒM πKÉªàe »©«Ñ£dG ™jRƒàdG  (1

.§°SƒàŸG ≈∏Y ≥Ñ£æj G kóMGh k’Gƒæe ¬d ¿CG »æ©j Ée ;IóMGh áªb »©«Ñ£dG ™jRƒà∏d  (2
.ôØ°üdG øe »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ≈æëæe ‘ôW Ü oQÉ≤J  (3

 .IóMGh IóMh …hÉ°ùJ »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ≈æëæe â– áMÉ°ùŸG  (4
.∫GƒæŸG = §«°SƒdG = »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG  (5

.(0^5) ÉgQGó≤eh ,§°SƒàŸG QÉ°ùj ≈∏Y áMÉ°ùŸG …hÉ°ùJ §°SƒàŸG ÚÁ ≈∏Y áMÉ°ùŸG  (6
 ±Gôëf’G áª«bh ,ôØ°ü∏d ÉkjhÉ°ùe »©«Ñ£dG ™jRƒà∏d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¿Éc GPEÉa ,á°UÉN ádÉM ∂dP ∞°UƒHh

.…QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ≈ qª°ùoj »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ¿EÉa 1 …QÉ«©ŸG

:»JB’G •É°ûædG òuØf ,∂dP øe ≥≤ëà∏dh
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نشاط

 §°SƒàÃ »©«Ñ£dG ™jRƒàdG πµ°T òîàJ  (14 , 3 , 5 , 7 , 11) :äÉeÓ©dG ¿CG ¢VôaG
:4 √QGó≤e …QÉ«©e ±GôëfGh ,8 √QGó≤e »HÉ°ùM

.ájQÉ«©e äÉeÓY ≈dEG ΩÉÿG äÉeÓ©dG ∫ uƒM  (1
?ßMÓJ GPÉe ,ájQÉ«©ŸG äÉeÓ©∏d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG Ö°ùMG  (2

?ßMÓJ GPÉe ,ájQÉ«©ŸG äÉeÓ©∏d …QÉ«©ŸG ±Gôëf’G Ö°ùMG  (3

 ≈∏Y áMÉ°ùŸG ¿EÉa ,»©«Ñ£dG ™jRƒàdG ¿GOóëj (´) …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh (μ) §°SƒàŸG ¿CG ÉÃh
 ™jRƒJ ≈dEG ¬∏jƒ– ºuàëoj Ée ;ádÉM πµd ∫hGóL ™°Vh øµÁ ’ Gò¡dh ,Éª¡«àª«b ≈∏Y óªà©J IÎa …CG

.…QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ∫hóL øe áHƒ∏£ŸG áMÉ°ùŸG OÉéjEG ºK ,…QÉ«©e »©«ÑW
 øY ,Úàª«b ÚH G kQƒ°ü ¿Éc GPEG hCG ,É¡bƒa hCG ,Ée áª«b â– (R) Ò¨àŸG ´ƒbh ∫ÉªàMG OÉéjEG øµÁ

:»JB’G ƒëædG ≈∏Y ∂dPh  ;ÜÉàµdG ≥ë∏e ‘ √ôcP OQGƒdG »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ∫hóL ≥jôW

(á«dhó÷G) á«°SÉ«≤dG ádÉ◊G  •
 ,IöTÉÑe ∫hó÷G øe (CG ≥ R) ∫

.(3-5) πµ°ûdG ô¶fG

,(CG ≥ R) ∫ – 1 = (CG ≤ R) ∫  •
.(4-5) πµ°ûdG ô¶fG

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

.(3-5) πµ°ûdG

.(4-5) πµ°ûdG
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CG0

0 CG

0CG -

0CG -

CG0

0 CG

0CG -

0CG -

,(CG ≥ R) ∫ = (CG - ≤ R) ∫  •
.(5-5) πµ°ûdG ô¶fG

,(CG ≥ R) ∫ – 1 = (CG ≤ R) ∫ = (CG - ≥ R) ∫  •
.(6-5) πµ°ûdG ô¶fG

مثال  (١)

 ™jRƒàdG ∫hóL ΩGóîà°SÉH »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,ÉvjQÉ«©e Év«©«ÑW Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (R) ¿Éc GPEG
:…QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG

.(1^8 ≥ R) ∫  (1
.(2^37 ≥ R) ∫  (2

.(1^45 - ≤ R) ∫  (3

.(2^25 - ≥ R) ∫  (4
.(1^87 ≥ R ≥ 1^15-) ∫  (5

الحل
 (1^8) ∞°üdG ‘ á©bGƒdG áª«≤dG »gh ,(IöTÉÑe ∫hó÷G øe)  0^9641 = (1^8 ≥ R) ∫  (1

.(0^00) áÄe øe AGõLC’G OƒªY ™e
 (2^3) ∞°üdG ‘ á©bGƒdG áª«≤dG »gh ,(IöTÉÑe ∫hó÷G øe)  0^9911 = (2^37 ≥ R) ∫  (2

.(0^07) áÄe øe AGõLC’G OƒªY ™e
0^9265 = (1^45 ≥ R ) ∫ = (1^45 - ≤ R) ∫  (3

.(5-5) πµ°ûdG

.(6-5) πµ°ûdG
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1تدريب 

 ™jRƒàdG ∫hóL ΩGóîà°SÉH »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,ÉvjQÉ«©e Év«©«ÑW Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (R) ¿Éc GPEG
:…QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG

.(2^4 ≥R) ∫  (1
.(2^85 - ≤ R) ∫  (2
.(1^14 - ≥ R) ∫  (3

.(1^58 ≥R ≥ 1^33-) ∫  (4

 ≥jôW øY »©«ÑW ™jRƒJ …CG ™Ñàj …òdG (¢S) π°üàŸG »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ∫ÉªàM’G OÉéjEG øµÁ
 õeôdÉH ¬«dEG õ neôoj á°SGQódG ™ªàéŸ »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG ¿CG á¶MÓeh ,…QÉ«©e »©«ÑW ™jRƒJ ≈dEG ¬∏jƒ–
 (R) ájQÉ«©ŸG áeÓ©dG ¿ƒµàa ,(σ) õeôdÉH ¬«dEG õ neôoj á°SGQódG ™ªàéŸ …QÉ«©ŸG ±Gôëf’G ¿CGh ,(μ)

:»g (¢S) »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d
. μ-¢S

σ
 = R

 (2^25 ≥ R) ∫ – 1 = (2^25 ≤ R) ∫ = (2^25 - ≥ R) ∫  (4
(0^9878 ) – 1 =      

0^0122 =      
(1^15 - ≥ R) ∫ – (1^87 ≥ R) ∫ = (1^87 ≥ R ≥ 1^15-) ∫  (5

(1^15 ≤ R) ∫ – ( 1^87 ≥R) ∫ =           
((1^15 ≥ R) ∫ – 1 ) – 0^9693 =           

(0^8749 – 1 ) – 0^9693 =           
0^1251 – 0^9693 =           

0^8442 =           
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2تدريب 

 ,5 …QÉ«©ŸG ¬aGôëfGh ,25 »HÉ°ù◊G ¬£°Sƒàe …òdG »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ™Ñàj Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (¢S) ¿Éc GPEG
:óéa

.(33 ≥ ¢S ) ∫  (1
.(30 ≥ ¢S≥22 ) ∫  (2

مثال  (٢)

 ,4 …QÉ«©ŸG ¬aGôëfGh ,60 »HÉ°ù◊G ¬£°Sƒàe …òdG »©«Ñ£dG ™jRƒàdG ™Ñàj Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (¢S) ¿Éc GPEG
:óéa

.(67 ≥ ¢S ) ∫  (1

.( 58≤ ¢S ) ∫  (2

الحل
4 = σ , 60 = μ

 ( 60-67
4   ≥ R ) ∫ =  (67 ≥ ¢S ) ∫  (1

(1^75 ≥ R ) ∫ =             
0^9595 =             

 ( 60-58
4  ≤ R ) ∫ =   (58 ≤ ¢S) ∫  (2

(0^5 - ≤ R ) ∫ =             
0^6915 =  (0^5≥ R ) ∫ =              
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مثال  (٣)

 ±Gôëf’Gh ,QÉàeCG 8 ƒg ¿ƒ∏éY äÉHÉZ ióMEG ‘ á«LôM Iôé°T 500 ∫GƒWCG  §°Sƒàe ¿Éc GPEG
:óéa ,Év«FGƒ°ûY QÉé°TC’G ióMEG äÒàNGh ,Év«©«ÑW É k©jRƒJ ´RƒàJ ∫GƒWC’G âfÉch ,1^5 …QÉ«©ŸG

.GkÎe 11 ≈∏Y Iôé°ûdG ∫ƒW ójõj ’ ¿CG ∫ÉªàMG  (1
.QÉàeCG 6^5 …hÉ°ùj hCG øe ÈcCG Iôé°ûdG ∫ƒW ¿ƒµj ¿CG ∫ÉªàMG  (2
.QÉàeCG 9 h QÉàeCG 6 ÚH G kQƒ°üfi Iôé°ûdG ∫ƒW ¿ƒµj ¿CG ∫ÉªàMG  (3

.πbC’G ≈∏Y QÉàeCG 5 É¡dƒW »àdG QÉé°TC’G OóY  (4

الحل
…QÉ«©ŸG ¬aGôëfGh ,8 = μ ¬£°Sƒàe Év«©«ÑW É k©jRƒJ ™Ñàj …òdG ,Iôé°ûdG ∫ƒW (¢S) ¿Éc GPEG

:¿EÉa ,1^5 = σ 
.(11 ≥ ¢S ) ∫ :ƒg GkÎe 11 ≈∏Y Iôé°ûdG ∫ƒW ójõj ’ ¿CG ∫ÉªàMG  (1

0^9772 = (2 ≥ R ) ∫ = ( 8 - 11
1^5  ≥ R ) ∫ = (11 ≥ ¢S) ∫

:ƒg QÉàeCG 6^5 …hÉ°ùj hCG øe ÈcCG Iôé°ûdG ∫ƒW ¿ƒµj ¿CG ∫ÉªàMG  (2

   ( 8- 6^5
1^5  ≤ R) ∫ = (6^5 ≤ ¢S ) ∫ 

0^8413 = (1≥R) ∫ = (1 - ≤ R) ∫ =    

:∂dP í u°Vƒj »JB’G ∫ÉãŸGh ,á«∏ª©dG äÉeGóîà°S’G øe ÒãµdG …QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG ™jRƒà∏d
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:ƒg QÉàeCG 9 h QÉàeCG 6 ÚH G kQƒ°üfi Iôé°ûdG ∫ƒW ¿ƒµj ¿CG ∫ÉªàMG (3

( 8 - 9
1^5  > R >  8 - 6

1^5  ) ∫ = (9 > ¢S > 6 )∫ 

(0^67  > R  > 1^33 - ) ∫ =      
(1^33 - > R) ∫ – (0^67 > R) ∫ =      

(1^33 < R) ∫ – (0^67 > R) ∫ =      
](1^33 > R) ∫ – 1 ] – 0^7486 =      

]0^9082 – 1 ] – 0^7486 =      
0^0918 – 0^7486 =      

0^6568 =      

 :ƒg πbC’G ≈∏Y QÉàeCG 5 Iôé°ûdG ∫ƒW ¿ƒµj ¿CG ∫ÉªàMG  (4

 ( 8-5
1^5  ≤ R) ∫ = ( 5 ≤ ¢S) ∫

(2 - ≤ R) ∫ =        

0^9772 = (2  ≥ R ) ∫ =          
:…hÉ°ùj πbC’G ≈∏Y QÉàeCG 5 É¡dƒW »àdG QÉé°TC’G OóY ∴

.Iôé°T 488 ≈  488^6  =  500 × 0^9772     

3تدريب 

 .¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG sπ oM
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ا�سئلة

 ™jRƒàdG ∫hóL ΩGóîà°SÉH »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,ÉvjQÉ«©e Év«©«ÑW Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (R) ¿Éc GPEG  (1
:…QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG

.(1^2 ≥R) ∫  (  CG 
.(2^67 ≥ R) ∫  (Ü

.(1^27 - ≤ R) ∫  (`L

.(2^14 - ≥ R) ∫  ( O 
.(1^15 ≥ R ≥ 1^11-) ∫  (`g

 ¬aGôëfGh  ,80 »HÉ°ù◊G  ¬£°Sƒàe  …òdG  »©«Ñ£dG  ™jRƒàdG  ™Ñàj  Év«FGƒ°ûY  GkÒ¨àe  (¢S)  ¿Éc  GPEG  (2
:óéa ,5 …QÉ«©ŸG

.(76 ≥ ¢S ) ∫  (  CG 
.( 88 ≤ ¢S ) ∫  (Ü

 ±Gôëf’Gh ,É keGôZƒ∏«c 55 ƒg ¿É qªY ¢SQGóe ióMEG ‘ áÑdÉW 1000 πàc §°Sƒàe ¿Éc GPEG  (3
:óéa ,Év«FGƒ°ûY äÉÑdÉ£dG ióMEG äÒàNGh ,Év«©«ÑW É k©jRƒJ ´RƒàJ πàµdG âfÉch ,2 …QÉ«©ŸG

.É keGôZƒ∏«c 52 ≈∏Y áÑdÉ£dG á∏àc ójõJ ’ ¿CG ∫ÉªàMG  (  CG
.É keGôZƒ∏«c 60 h É keGôZ ƒ∏«c 50 ÚH IQƒ°üfi áÑdÉ£dG á∏àc ¿ƒµJ ¿CG ∫ÉªàMG (Ü

 .É keGôZ ƒ∏«c 56 ≈∏Y ø¡∏àc ójõJ »JGƒ∏dG äÉÑdÉ£dG OóY (`L

 …QÉ«©ŸG ¬aGôëfGh ,70 »HÉ°ù◊G ¬£°Sƒàe Év«©«ÑW É k©jRƒJ ™ÑàJ ΩÉY ¿ÉëàeG äÉeÓY âfÉc GPEG  (4
?65 øY π≤J »àdG äÉeÓ©dG áÑ°ùf Éªa ,10
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Correlation and Regression
الارتباط والانحدار الفصل

äÉLÉàædGالثالث

.•ÉÑJQ’G Ωƒ¡Øe ±ô©àJ 
.QÉ°ûàf’G πµ°T øe •ÉÑJQ’G ´ƒf Oó–h ,øjÒ¨àe ÚH QÉ°ûàf’G πµ°T º°SôJ 

.¬«a á«£ÿG äÓjó©àdG ôKCGh ,øjÒ¨àe ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e Ö°ù– 
.øjÒ¨àe ÚH §«°ùÑdG QGóëf’G §N ádOÉ©e óŒ 

.DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG óŒh ,øjÒ¨àŸG óMCG º«≤H DƒÑæà∏d QGóëf’G §N ádOÉ©e ≥Ñ£J 

 á≤∏©àŸG  äÉfÉ«ÑdG  ¢†©H  ™ nª réoJ  ,øjÒ¨àe  ÚH  ábÓ©dG  Oó– »àdG  ä’DhÉ°ùàdG  √òg  øY áHÉLEÓd
 ,¢U õeôdÉH ôNB’G Ò¨àŸGh ,¢S õeôdÉH øjÒ¨àŸG óMCG ≈dEG õ pe oQ GPEÉa .åëÑdG ´ƒ°Vƒe ádCÉ°ùŸG √ò¡H

:»JB’Éc áÑJôe êGhRCG IQƒ°U ≈∏Y ¿ƒµJ äÉfÉ«ÑdG ¿EÉa

 êGhRC’G √òg Ú«©J ≈dEG QÉ°üj ºK ,(¿¢U ,¿¢S) ,...,(3¢U ,3¢S) ,(2¢U ,2¢S) ,(1¢U ,1¢S)
 øµÁ πµ°ûdG Gòg ≥jôW øYh .QÉ°ûàf’G πµ°T œÉædG πµ°ûdG ≈ qª°ùo«a ,»KGóME’G iƒà°ùŸG ‘ áÑJôŸG
 ,á«WÉÑJQ’G äÉbÓ©∏d ´GƒfCG óLƒJ ¬fCÉH É kª∏Y  ,É¡gÉŒGh ,É¡Jƒbh ,øjÒ¨àŸG ÚH ábÓ©dG á©«ÑW ójó–

:É¡æe

k’hCGالارتباطCorrelation

 πª©dG  äÉYÉ°S  OóY  ábÓY Ée  ?±ó¡dG  ≈dEG  ∫ƒ°UƒdG  øeRh  IQÉ«°ùdG  áYöS  ÚH  ábÓ©dG  Ée
 óLƒJ πg ?»ÁOÉcC’G π«°üëàdGh á°SGQódG äÉYÉ°S OóY ÚH ábÓY óLƒJ πg ?á«eƒ«dG IôLC’ÉH

 ?É¡gÉŒG Ée ?äÉbÓ©dG √òg Iƒb Ée ?»°VÉjôdG »≤£æŸG AÉcòdGh ¿ƒ«©dG ¿ƒd ÚH ábÓY
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| ≤∩∴<>{}}{ø ∞⊆∇Δ∅ ⊃≠ ≥≥

( ∞ ,3 ) ∪ (1 ,1–)  ¢S |¢S2-| ∴

 ,øjÒ¨àe ÚH §HôJ ábÓY »g :(áÑLƒŸG) ájOô£dG ábÓ©dG  (1
 áª«b  äOGORG  ∫hC’G  Ò¨àŸG  áª«b  äOGORG  Éª∏ch
 PEG ;IôLC’ÉH πª©dG äÉYÉ°S ábÓY πãe ,ÊÉãdG Ò¨àŸG
 .á«eƒ«dG IôLC’G äOGR πª©dG äÉYÉ°S äOGR Éª∏c
 …òdG QÉ°ûàf’G πµ°ûd É kLPƒ‰ πãÁ (7-5) πµ°ûdGh

.ábÓ©dG √òg øY uÈ©oj¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

.(7-5) πµ°ûdG

 ¿EÉ`a º«≤à°ùŸG §î`dG ≈∏Y É k©«ªL §`≤ædG â©bh GPEG ÉeCG
 Éªc QÉ°ûàf’G πµ°T ¿ƒµjh ,áeÉJ ájOôW íÑ°üJ ábÓ©dG

.(8-5) πµ°ûdG ‘

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

.(8-5) πµ°ûdG

.(9-5) πµ°ûdG

 ,øjÒ¨àe ÚH §HôJ ábÓY »g :(áÑdÉ°ùdG) á«°ùµ©dG ábÓ©dG  (2
 Ò¨àŸG  áª«b  â∏b  ∫hC’G  Ò¨àŸG  áª«b  äOGR  Éª∏ch
 Éª∏c PEG ;∫ƒ°UƒdG øeõH IQÉ«°S áYöS ábÓY πãe ,ÊÉãdG
 .±ó¡dG ≈dEG ∫ƒ°UƒdG øeR πb IQÉ«°ùdG áYöS äOGR
 …òdG QÉ°ûàf’G πµ°ûd É kLPƒ‰ πãÁ (9-5) πµ°ûdGh

.ábÓ©dG √òg øY uÈ©oj
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.(10-5) πµ°ûdG

.(11-5) πµ°ûdG

 ¿EÉa º«≤à°ùŸG §ÿG ≈∏Y É k©«ªL §≤ædG â©bh GPEG ÉeCG
 QÉ°ûàf’G πµ°T ¿ƒµjh ,áeÉJ á«°ùµY íÑ°üJ ábÓ©dG

.(10-5) πµ°ûdG ‘ Éªc

 ábÓY  πãe  ,øjÒ¨àŸG  ÚH  §HôJ  ábÓY  óLƒJ  ’  (3
 πãªàj PEG ;º¡fƒ«Y ¿ƒ∏H áÑ∏£∏d »∏«°üëàdG iƒà°ùŸG
 ;IôFGO IQƒ°U ≈∏Y §≤ædG ™ªŒ ‘ QÉ°ûàf’G πµ°T
 πµ°ûdG ‘ Éªc »£N •ÉÑJQG OƒLh ΩóY ≈∏Y ∫ój Ée

.(11 -5)

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

¢S
 

¢U

مثال  (١)

:ïjQÉàdGh äÉ«°VÉjôdG ÊÉëàeG ‘ ÜÓW 5 äÉeÓY »JB’G ∫hó÷G ÚÑj
ÖdÉ£dG ºbQ12345

(¢S) äÉ«°VÉjôdG áeÓY23578
(¢U) ïjQÉàdG áeÓY57495

.Éª¡æ«H §HôJ »àdG ábÓ©dG ´ƒf G kOófi ,¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH QÉ°ûàf’G πµ°T º°SQG
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1تدريب 

 IôXÉæàŸG  º«≤dG  πã“ (4 ,7) ,(4 ,6) ,(2 ,8) ,(7 ,4) ,(5 ,5) ,(6 ,3) ,(8 ,2) :§≤ædG
.Éª¡æ«H §HôJ »àdG ábÓ©dG ´ƒf G kOófi ,¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH QÉ°ûàf’G πµ°T º°SQG .øjÒ¨àŸ

الحل
 Éªc »KGóME’G iƒà°ùŸG ‘ (5 ,8) ,(9 ,7) ,(4 ,5) ,(7 ,3) ,(5,2) :áÑJôŸG êGhRC’G πsãª`oJ

.(12-5) πµ°ûdG ‘

.(áÑLƒe) ájOôW ábÓY »g ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH §HôJ »àdG ábÓ©dG ¿CG QÉ°ûàf’G πµ°T øe ÚÑàj

.(12-5) πµ°ûdG

معامل ارتباط بيرسون

 ,øjÒ¨àŸG ÚH QÉ°ûàf’G πµ°T º°SQ ≥jôW øY ,øjÒ¨àe ÚH ábÓ©dG ´ƒf Oó– ∞«c É k≤HÉ°S âaô©J
 ´ƒf ójóëàd IójóL á≤jôW ¿B’G ±ô©àà°Sh ,É¡Jƒb ôjó≤Jh ,á«WÉÑJQ’G ábÓ©dG á«Yƒf ≈∏Y ºµ◊G ºK
 •ÉÑJQ’G πeÉ©e OÉéjEG ‘ ¿ƒ°SÒH ¿ƒfÉb ΩGóîà°SÉH ∂dPh ,É k≤«bO G kójó– É¡Jƒbh øjÒ¨àe ÚH ábÓ©dG

:»JCÉj Éªc ¬Øjô©J øµÁ …òdG

¢S
 

 ¢U

 2

 2

4 5 6 7 8

4

3

3

1

(¢S)¥

5
6
7
8
9

1
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 áÑJôŸG êGhRC’G øe ¿ ,(¿¢U ,¿¢S)  ,...,(3¢U ,3¢S) ,(2¢U ,2¢S) ,(1¢U ,1¢S) âfÉc GPEG
 øjÒ¨àŸG  ÚH (Q) õeôdÉH  ¬«dEG  õ neôoj  …òdG  »£ÿG ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e  ¿EÉa  ,¢U ,¢S :øjÒ¨àª∏d

:á«JB’G ábÓ©dÉH ±ô©oj

.¿ ,... ,3 ,2 ,1 = ∑ å«M,¢U Ò¨àŸG º«b ≈dEG ∑¢U õeônJh ,¢S Ò¨àŸG º«b ≈dEG 
∑
¢S õeônJh

 äGƒ£ÿG ´ÉÑJÉH ,á°ùªÿG áÑ∏£∏d ïjQÉàdGh äÉ«°VÉjôdG äÉeÓY ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e ÜÉ°ùM øµÁ
:á«JB’G

 :äÉ«°VÉjôdG åëÑe äÉeÓ©d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG OÉéjEG  (1

5  =
  

25
5   =

  
(8+7+5+3+2 )

5  
 =  ¢S

:ïjQÉàdG åëÑe äÉeÓ©d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG OÉéjEG  (2

6  = 
 
30
5   =

  
(5+9+4+7+5 )

5   =  ¢U

¿

1 =∑
(¢U - ∑

¢U) (¢S -  ∑
¢S)

2(¢U - ∑
¢U)

¿

1 =∑
 2(¢S - ∑

¢S)
¿

1 =∑

 = Q
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:»JB’G ∫hó÷G AÉ°ûfEG  (3

∑
¢S

∑
¢U¢S - 

∑
¢S¢U - 

∑
¢U(¢U - ∑

¢U)(¢S -∑
¢S)2(¢S -∑

¢S)2(¢U -∑
¢U)

253-1-391
372-12-41
5402-004
7923649
8531-3-91

´ƒªéŸG0042616

:•ÉÑJQ’G πeÉ©e ¿ƒfÉ≤H ¢†jƒ©àdG  (4

0^20 ≈  4
20^4  

= 
 

4
 16*26

  = Q           

.ÚãëÑŸG øjòg ‘ áÑ∏£dG A’Dƒg äÉeÓY ÚH áØ«©°V ájOôW ábÓY óLƒJ ∴

2تدريب 

:»JB’G ∫hó÷G ‘ Éªc ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e Ö°ùMG
¢S236891011
¢U61058427

¿

1 =∑
(¢U - ∑

¢U) (¢S -  ∑
¢S)

2(¢U - ∑
¢U)

¿

1 =∑
 2(¢S - ∑

¢S)
¿

1 =∑

 = Q
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3تدريب 

مثال  (٢)

,25 = 2( ¢S - 
∑
¢S)

5

1 =∑
  ,5 Éª¡æe πc º«b OóYh ,øjÒ¨àe ¢U ,¢S ¿Éc GPEG

,15- = ( ¢U - ∑
¢U ) ( ¢S - ∑

¢S) 
5

1 =∑
 ,16 = 2( ¢U - 

∑
¢U) 

5

1 =∑

.Éª¡æ«H ábÓ©dG ´ƒf G kOó ,øjÒ¨àŸG øjòg ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e Ö°ùMÉa

الحل

0^75- =
 
15
20 - = 

 

15-
 16*25

   = Q

.øjÒ¨àŸG øjòg ÚH ájƒb á«°ùµY ábÓY óLƒJ ∴

   ,4 = 2( ¢S - 
∑
¢S) 

7

1 =∑
  ,7 Éª¡æe πc º«b OóYh ,øjÒ¨àe ¢U ,¢S ¿Éc GPEG

,2 = ( ¢U -∑
¢U ) ( ¢S -∑

¢S) 
7

1 =∑
  ,9 = 2( ¢U - 

∑
¢U)

7

1 =∑
 

.Éª¡æ«H ábÓ©dG ´ƒf G kOó ,øjÒ¨àŸG øjòg ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e Ö°ùMÉa

¿

1 =∑
(¢U - ∑

¢U) (¢S -  ∑
¢S)

2(¢U - ∑
¢U)

¿

1 =∑
 2(¢S - ∑

¢S)
¿

1 =∑

 = Q
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نشاط

¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e áª«b ‘ á«£ÿG äÓjó©àdG ôKCG

:»JB’G  •É°ûædG ò uØf ,¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e áª«b ‘ á«£ÿG äÓjó©àdG ôKCG áaô©Ÿ

:»JB’G ∫hó÷G ‘ Éªc á«dÉàdG º«≤∏d ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e Ö°ùMG  •

¢S2567
¢U14910

 πeÉ©e  Ö°ùMG  ºK  ,2  Oó©dG  ‘  É¡∏c  ¢U  º«bh  ,3  Oó©dG  ‘  É¡∏c  ¢S  º«b  ÜöVG  •
?ßMÓJ GPÉe ,Iójó÷G º«≤dG ÚH •ÉÑJQ’G

 πeÉ©e Ö°ùMG ºK  ,3- Oó©dG  ‘ É¡∏c ¢U º«bh ,2- Oó©dG  ‘ É¡∏c ¢S º«b  ÜöVG  •
? ßMÓJ GPÉe ,Iójó÷G º«≤dG ÚH •ÉÑJQ’G

 πeÉ©e  Ö°ùMG  ºK  ,2-  Oó©dG  ‘  É¡∏c  ¢U  º«bh  ,3  Oó©dG  ‘  É¡∏c  ¢S  º«b  ÜöVG  •
?ßMÓJ GPÉe ,Iójó÷G º«≤dG ÚH •ÉÑJQ’G

:ΩÉY ¬LƒH

 Ö°ùëH Éª¡æe πc º«b âd uó oYh ,(Q) ƒg ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e ¿Éc GPEG
:ábÓ©dG

:å«M , O + ¢U `L =  *¢U  , Ü + ¢S CG  = *¢S
 *¢U ,*¢S ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e ¿EÉa ,G kôØ°U ≠ `L ,G kôØ°U ≠ CG ,á«≤«≤M OGóYCG O ,`L ,Ü ,CG

:…hÉ°ùj
.Úà¡HÉ°ûàe `L ,CG ÉJQÉ°TEG âfÉc GPEG (Q)  (1
.ÚàØ∏àfl `L ,CG ÉJQÉ°TEG âfÉc GPEG (Q -)  (2
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مثال  (٣)

 *¢U ,*¢S  ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e óéa ,0^8 - ƒg ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e ¿Éc GPEG
:»JCÉj É‡ πc ‘ πjó©àdG ó©H äGógÉ°ûŸG ¿ÓãÁ pøjò∏dG

5 –¢U = *¢U  ,      5+¢S2 = *¢S  (1
5 – ¢U6 = *¢U  ,   5+¢S4- = *¢S  (2

5 – ¢U - = *¢U  ,   ¢S8 – 5  = *¢S  (3

الحل
 ;É¡°ùØf IQÉ°TE’G Éª¡d ¿ÓeÉ©ŸGh ,ÖLƒe (1) ƒg ¢U πeÉ©eh ,ÖLƒe (2) ƒg ¢S πeÉ©e  (1

0^8- = Q  ¿EÉa Gòd
 IQÉ°TE’G  Éª¡d  ¢ù«d  ¿ÓeÉ©ŸGh  ,ÖLƒe (6) ƒg ¢U πeÉ©eh ,ÖdÉ°S  (4-) ƒg ¢S  πeÉ©e  (2

0^8 = Q  ¿EÉa Gòd ;É¡°ùØf
 ;É¡°ùØf IQÉ°TE’G Éª¡d ¿ÓeÉ©ŸGh ,ÖdÉ°S (1-) ƒg ¢U πeÉ©eh ,ÖdÉ°S (8-) ƒg ¢S πeÉ©e  (3

0^8- = Q ¿EÉa Gòd

4تدريب 

 *¢U ,*¢S ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e óéa ,0^65 ƒg ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e ¿Éc GPEG
:»JCÉj É‡ πc ‘

¢U - 8 = *¢U  ,      5+¢S8- = *¢S  (1
5 – ¢U6 = *¢U  ,            5+¢S = *¢S  (2

5 – ¢U = *¢U  ,   ¢S7 – 20  = *¢S  (3

فكر وناقش 
.¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e áª«b ‘ á«£ÿG äÓjó©àdG ôKCG äÉª∏µdÉH ∞ p°U
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ا�سئلة

 IôXÉæàŸG º«≤dG πã“ (3 ,10) ,(4 ,6) ,(4 ,9) ,(8 ,5) ,(5 ,6) ,(6 ,8) ,(7 ,7) :§≤ædG  (1
.Éª¡æ«H §HôJ »àdG ábÓ©dG ´ƒf G kOófi ,¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH QÉ°ûàf’G πµ°T º°SQG .øjÒ¨àŸ

 á°ù°SDƒŸG äÉ©«Ñe ºéMh ,(¢S) Îeƒ∏«µdÉH áæjóŸG õcôe øY á«cÓ¡à°SG á°ù°SDƒe ó r©oH ÚÑj »JB’G ∫hó÷G  (2
 .¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e Ö°ùMG .äÉ°ù°SDƒe ¢ùªÿ (¢U) Évjô¡°T QÉæjO ∞dC’ÉH

¢S762312
¢U119686

:»JB’G ∫hó÷G ‘ áæ«ÑŸG º«≤∏d ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e Ö°ùMG  (3
¢S60707595
¢U801009050

,20 = 2( ¢S - 
∑
¢S)

7

1=∑
  ,(7) Éª¡æe πc º«b OóYh ,øjÒ¨àe ¢U ,¢S ¿Éc GPEG  (4

:8- = ( ¢U - ∑
¢U ) ( ¢S - 

∑
¢S)

7

1=∑
 ,500 = 2( ¢U - 

∑
¢U)

7

1=∑
       

.Éª¡æ«H ábÓ©dG ´ƒf OóM ( Ü    .¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e óL (  CG

:iƒbCG á«JB’G •ÉÑJQ’G äÓeÉ©e …CG  (5
0^8 – (  O   0^8 (`L   0^9 – ( Ü   0^7 (  CG

 ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e óéa ,0^85 ƒg ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e ¿Éc GPEG  (6
:»JCÉj É‡ πc ‘ *¢U ,*¢S

¢U2 - 8 = *¢U  ,  15 + ¢S9- = *¢S  (  CG 
5 - ¢U = *¢U  ,   52 + ¢S4 = *¢S  (Ü

3 - ¢U5 = *¢U  ,  ¢S7 - 17  = *¢S  (`L
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É k«fÉKخط الانحدارRegression Line

 OóYh πª©dG  äÉYÉ°S  OóY ÚH ábÓY OƒLh á«FÉHô¡µdGIõ¡LC’G  ™«Ñd  πfi ÖMÉ°U ßM’
:»JB’Éc á©«ÑŸG Iõ¡LC’G

πª©dG äÉYÉ°S OóY12458
á©«ÑŸG Iõ¡LC’G OóY357812

 πªY GPEG á©«ÑŸG Iõ¡LC’G Oó©H CÉÑæàj ¿CG πëŸG ÖMÉ°U ™«£à°ùj πg ,á≤HÉ°ùdG äÉ«£©ŸG ≈∏Y kAÉæH
 ?äÉYÉ°S 10 Ióe

 »àdG  (Q¢U  ,Q¢S)  §≤ædG  ¿CGh  ,øjÒ¨àe  ÚH  QÉ°ûàf’G  πµ°T  º°SQ  øµÁ  ∞«c  É k≤HÉ°S  âaô©J
 ´RƒàJ »àdG á«bÉÑdG §≤ædG §°Sƒàjh ,É¡æe Oó©H ôÁ º«≤à°ùe §N ∫ƒM ™ªéàJ á«£N ábÓY É¡£HôJ
 sÈ©oj DƒÑæàdG ‘ kCÉ£N ÖuÑ°ùoJ º«≤à°ùŸG §ÿG ≈∏Y ™≤J ’ »àdG §≤ædG ¿CGh ,º«≤à°ùŸG §ÿG »ÑfÉL ≈∏Y

:á«JB’G IQƒ°üdÉH ¬æY
É¡H CÉÑæàŸG áª«≤dG -  á«≤«≤◊G áª«≤dG = DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG

¿EÉa ,Q¢U õeôdÉH É¡H CÉÑæàŸG áª«≤dG ≈dEGh ,Q¢U õeôdÉH á«≤«≤◊G áª«≤dG ≈dEG õ pe oQ GPEGh
Q¢U  - Q¢U = DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG

 √òg ±ô©oJh ,Ü + ¢S CG = ¢U :á«JB’G º«≤à°ùŸG §ÿG ádOÉ©Ã øjÒ¨àŸG ÚH ábÓ©dG π«ã“ øµÁ
:å«M ,QGóëf’G §N º°SÉH ádOÉ©ŸG

  = CG

¢S CG - ¢U = Ü

( ¢U - ∑
¢U)( ¢S - 

∑
¢S) 

¿

1=∑
 

2( ¢S - 
∑
¢S)

¿

1=∑
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:á«JB’G äGƒ£ÿG ´ÉÑJÉH ¢SQódG ájGóH ‘ IOQGƒdG ádCÉ°ùŸG πM øµÁ

4 = 
 
20
5   = (8+5+4+2+1)

5   =  ¢S ƒgh ,(¢S) º«≤d »HÉ°ù◊G §°SƒdG OÉéjEG (1)

7 = 
 
35
5   = (12+8+7+5+3)

5   =  ¢U ƒgh ,(¢U) º«≤d »HÉ°ù◊G §°SƒdG OÉéjEG (2)
:»JB’G ∫hó÷G AÉ°ûfEG (3)

∑
¢S

∑
¢U¢S – 

∑
¢S¢U –

∑
¢U(¢U – 

∑
¢U)(¢S – 

∑
¢S)2(¢S – 

∑
¢S)

133-4-129
252-2-44
470000
581111
812452016

´ƒªéŸG003730

  = CG áª«b OÉéjEG (4)

1^2 =
  

37
30  =           

¢S CG – ¢U = Ü áª«b OÉéjEG (5)
2^2 = 4 × 1^2 – 7 =                    

Ü + ¢S CG = ¢U QGóëf’G §N ádOÉ©e (6)
2^2 + ¢S 1^2 = ¢U                                        

:¿EÉa ,10 = ¢S  ← äÉYÉ°S 10 Ióe πëŸG ÖMÉ°U πªY GPEG ,¿B’Gh
.G kRÉ¡L 14 ≈  14^2 = 2^2 + 10 × 1^2 = ¢U

.äÉYÉ°S 10 Ióe πªY GPEG G kRÉ¡L 14 πëŸG ÖMÉ°U ™«Ñj ¿CG øµÁ ∴

( ¢U -∑
¢U) ( ¢S -∑

¢S) 
5

1 =∑
 

2( ¢S -∑
¢S)

5

1 =∑
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مثال  (١)

:10 iƒ°ü≤dG ¬àeÓY ,ïjQÉàdGh É«aGô¨÷G »ãëÑŸ ¿ÉëàeG ‘ ÜÓW á°ùªN äÉeÓY ÚÑj »JB’G ∫hó÷G
ÖdÉ£dG ºbQ12345

(¢S) É«aGô¨÷G áeÓY156810
(¢U) ïjQÉàdG áeÓY678910

.É«aGô¨÷G åëÑe áeÓY âª∏Y GPEG ïjQÉàdG åëÑe áeÓ©H DƒÑæà∏d QGóëf’G §N ádOÉ©e óL  (1
7 É«aGô¨÷G åëÑe ‘ ¬àeÓY âfÉc GPEG ïjQÉàdG åëÑe ‘ ÖdÉW áeÓY Q uób  (2

 5 É«aGô¨÷G åëÑe ‘ ¬àeÓY âfÉc GPEG ïjQÉàdG åëÑe ‘ ÖdÉW áeÓ©H DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG óL  (3

الحل
:QGóëf’G §N ádOÉ©e OÉéjE’  (1

6 = 
 
30
5  = (10+8+6+5+1) 

5  
=  ¢S ƒgh ,(¢S) º«≤d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG óL

8 = 
 
40
5  = (10+9+8+7+6)

5  
=  ¢U ƒgh ,(¢U) º«≤d »HÉ°ù◊G §°SƒàŸG óL

:»JB’G ∫hó÷G Å°ûfCG

∑
¢S

∑
¢U¢S – 

∑
¢S¢U - 

∑
¢U(¢U –

∑
¢U)(¢S –

∑
¢S)2(¢S –

∑
¢S)

165-2-1025
571-1-11
680000
892124

101042816
´ƒªéŸG002146

| ≤∩∴<>{}}{ø ∞⊆∇Δ∅ ⊃≠ ≥≥

( ∞ ,3 ) ∪ (1 ,1–)  ¢S |¢S2-| ∴
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  = CG áª«b óL

0^46 =
  

21
46  =            

¢S CG – ¢U = Ü áª«b óL
5^2  = 6 × 0^46 – 8 =         

:»g  Ü  + ¢S CG  = ¢U QGóëf’G §N ádOÉ©e ∴      

5^2 + ¢S 0^46 =  ¢U                               

7 = ¢S  ¿EÉa  ,7 É«aGô¨÷G åëÑe ‘ ÖdÉ£dG áeÓY âfÉc GPEG  (2
8 ≈  8^42 = 5^2 + 7 × 0^46 = ¢U ∴

 åëÑe ‘ á«≤«≤◊G ¬àeÓY âfÉc É«aGô¨÷G åëÑe ‘ 5 áeÓY ≈∏Y π°üM …òdG  ÖdÉ£dG  (3
.(1 ∫hó÷G ô¶fG) 7 ïjQÉàdG

7^5 = 5^2 + 5 × 0^46 = ¢U :»g ïjQÉàdG åëÑe ‘ É¡H CÉÑæàŸG áeÓ©dG
0^5 - = 7^5 - 7 = Q¢U  -Q¢U = DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG ∴

1تدريب 
 :á©eÉ÷Gh áeÉ©dG ájƒfÉãdG äÉfÉëàeG ‘ ÜÓW á©HQCG ∫ó©e ÚÑj »JB’G ∫hó÷G

ÖdÉ£dG ºbQ1234
(¢S) áeÉ©dG ájƒfÉãdG ∫ó©e65708085

(¢U) á©eÉ÷G ∫ó©e60607090
:»JCÉj ÉªY ÖLCG

.áeÉ©dG ájƒfÉãdG ‘ ¬dó©e º p∏ oY GPEG á©eÉ÷G ∫ó©Ã DƒÑæà∏d QGóëf’G §N ádOÉ©e óL  (1
88 áeÉ©dG ájƒfÉãdG ‘ ¬dó©e ¿Éc GPEG á©eÉ÷G ‘ ÖdÉW ∫ó©Ã  CÉÑæJ  (2

70 áeÉ©dG ájƒfÉãdG ‘ ¬dó©e ¿Éc GPEG á©eÉ÷G ‘ ÖdÉW ∫ó©Ã DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG óL  (3

( ¢U - ∑
¢U)( ¢S - 

∑
¢S) 

5

1 =∑
 

2 ( ¢S - 
∑
¢S)

5

1 =∑
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   ,15 = 2( ¢S - 
∑
¢S) 

8

1 =∑
  ,8 Éª¡æe πc º«b OóYh ,øjÒ¨àe ¢U ,¢S ¿Éc GPEG

 QGóëf’G §N ádOÉ©e óéa ,50 = ¢U ,12 = ¢S ,60 = ( ¢U - ∑
¢U ) ( ¢S - 

∑
¢S)

8

1=∑
.¢S º«b âª∏Y GPEG ¢U º«≤H DƒÑæà∏d

الحل

( ¢U –
∑
¢U) ( ¢S –

∑
¢S) 

8

1=∑
 

2( ¢S –
∑
¢S) 

8

1=∑
 

  = CG  áª«b óL
  

4 =
 
60
15 =       

¢S CG – ¢U = Ü áª«b óL
2 = 12 × 4 – 50 =          

Ü + ¢S CG = ¢U  :QGóëf’G §N ádOÉ©e ∴
2 + ¢S 4 = ¢U                                        

2تدريب 
 AÉ£NC’G OóYh (¢S) »eƒ«dG πª©dG äÉYÉ°S OóY ÚH ábÓ©∏d QGóëf’G §N ádOÉ©e ¿CG âª∏Y GPEG

:»JCÉj ÉªY  ÖLCÉa ,1 + ¢S 0^6 = ¢U  :»g (¢U) Ωƒ«dG Gòg ‘ ∞XƒŸG É¡ÑµJôj »àdG
.Év«eƒj äÉYÉ°S 10 Ióe πª©j ∞Xƒe É¡ÑµJÒ°S »àdG AÉ£NC’G Oó©H CÉÑæJ  (1

 CÉ£ÿG óéa ,AÉ£NCG 6 »g Év«eƒj áYÉ°S 15 πª©j ∞Xƒe É¡ÑµJôj »àdG AÉ£NC’G OóY ¿Éc GPEG  (2
.DƒÑæàdG ‘

مثال  (٢)
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ا�سئلة

.öTÉ©dGh ™°SÉàdG :ÚØ°üdG ‘ ÜÓW á°ùªN ∫ó©e ÚÑj »JB’G ∫hó÷G  (1
ÖdÉ£dG ºbQ12345
(¢S) ™°SÉàdG5055708590
(¢U) öTÉ©dG6070607080

 ‘  ¬dó©e  º p∏ oY  GPEG  öTÉ©dG  ∞°üdG  ‘  ÖdÉ£dG  ∫ó©Ã   DƒÑæà∏d  QGóëf’G  §N  ádOÉ©e  óL  (   CG
.™°SÉàdG ∞°üdG

88 ™°SÉàdG ∞°üdG ‘ ¬dó©e ¿Éc GPEG öTÉ©dG ∞°üdG ‘ ÖdÉW ∫ó©Ã CÉÑæJ  ( Ü
90 ™°SÉàdG ∞°üdG ‘ ¬dó©e ¿Éc GPEG öTÉ©dG ∞°üdG ‘ ÖdÉW ∫ó©Ã DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG óL  (`L

  20 = 2 ( ¢S – 
∑
¢S)

8

1 =∑
 ,8 Éª¡æe πc º«b OóYh ,øjÒ¨àe ¢U ,¢S ¿Éc GPEG  (2

 QGóëf’G §N ádOÉ©e óéa ,45 = ¢U ,15 = ¢S ,40 = ( ¢U –
∑
¢U ) ( ¢S – 

∑
¢S)

8

1 =∑

.¢S º«b âª∏Y GPEG ¢U º«≤H DƒÑæà∏d

 ácöûd ájƒæ°ùdG ìÉHQC’Gh (¢S) ∫ÉŸG ¢SCGQ áª«b ÚH ábÓ©∏d QGóëf’G §N ádOÉ©e ¿CG âª∏Y GPEG  (3
 É¡dÉe ¢SCGQ ácöT ìÉHQCÉH DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG óéa ,10 + ¢S 0^3 = ¢U  :»g (¢U) QÉæjO ∞dC’ÉH

.QÉæjO ∞dCG 27^4 ájƒæ°ùdG É¡MÉHQCGh ,QÉæjO ∞dCG 60
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أسئلة الوحدة

?Ú«æa 10h Ú°Sóæ¡e 5 ÚH øe áæ÷ øjƒµàd Ú«æa 3h ,Ú°Sóæ¡e 4 QÉ«àNG øµÁ á≤jôW ºµH  (1

360 = (Q ,6) ∫ 3 :ádOÉ©ŸG ≥≤– »àdG (Q) áª«b óL  (2

:óéa , 0^4 = CG ,2 = ¿ :√ÓeÉ©eh ,øjóM GP Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (¢S) ¿Éc GPEG  (3
.(¢S) º«b (    CG

.(¢S) »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ( Ü

 É¡d …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh ,áæ°S 42 ƒg ¢UÉî°TC’G øe áYƒª› QÉªYC’ »HÉ°ù◊G §°SƒdG ¿Éc GPEG  (4
.»HÉ°ù◊G §°SƒdG â– ÚjQÉ«©e ÚaGôëfG ±ôëæj …òdG ôª©dG óéa ,4

:áYƒªéŸÉH ≈£©e (¢S) »FGƒ°û©dG Ò¨àª∏d ‹ÉªàM’G ™jRƒàdG ¿Éc GPEG  (5
.(Ü) áª«b óéa ,{ (Ü ,3) ,(0^5 ,2) ,(0^4 ,1) }      

 ÚH •ÉÑJQ’G πeÉ©e óéa ,(0^8-) ƒg ¢U ,¢S :øjÒ¨àŸG ÚH ¿ƒ°SÒH •ÉÑJQG πeÉ©e ¿Éc GPEG  (6
:»JCÉj É‡ πc ‘ *¢U ,*¢S

¢U - 8 = *¢U  ,    ¢S10- = *¢S  (  CG 
5 - ¢U = *¢U  ,    8+¢S4 = *¢S  (Ü

:¢U ,¢S :øjÒ¨àª∏d IôXÉæàŸG º«≤dG ÚÑj »JB’G ∫hó÷G  (7
¢S1245
¢U56710

.¢S áª«b âª p∏ oY GPEG ¢U áª«≤H DƒÑæà∏d QGóëf’G §N ádOÉ©e óL (  CG 
14 = ¢S ¿Éc GPEG ¢U áª«≤H CÉÑæJ (Ü

4 = ¢S ¿Éc GPEG ¢U áª«≤H DƒÑæàdG ‘ CÉ£ÿG óL (`L
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 ™jRƒàdG ∫hóL ΩGóîà°SÉH »JCÉj É‡ πc áª«b óéa ,ÉvjQÉ«©e Év«©«ÑW Év«FGƒ°ûY GkÒ¨àe (R) ¿Éc GPEG  (8
:…QÉ«©ŸG »©«Ñ£dG

.(2^15 ≥ R) ∫ (Ü       .(1^7≥R) ∫  (  CG 
.(2^5 - ≥ R) ∫ ( O       .(1^14 - ≤ R) ∫  (`L

.(1^1 ≥ R ≥1^32-) ∫  (`g
 ¬aGôëfGh  ,90  »HÉ°ù◊G  ¬£°Sh  …òdG  »©«Ñ£dG  ™jRƒàdG  ™Ñàj  Év«FGƒ°ûY  GkÒ¨àe  (¢S)  ¿Éc  GPEG   (9

:óéa ,(5) …QÉ«©ŸG
 .( 93 ≤ ¢S ) ∫  (Ü                .(85 ≥ ¢S ) ∫ (  CG

  …QÉ«©ŸG ±Gôëf’Gh ,80 ¿É qªY ¢SQGóe ióMEG ‘ áÑdÉW 1000 ∫ó©e  §°Sƒàe ¿É```c GPEG (10
:óéa ,Év«FGƒ°ûY äÉÑdÉ£dG ióMEG äÒàNGh ,Év«©«ÑW É k©jRƒJ ´RƒàJ ä’ó©ŸG âfÉch ,5

75 ≈∏Y áÑdÉ£dG ∫ó©e ójõj ’ ¿CG ∫ÉªàMG  (  CG 
90 h 70 ÚH G kQƒ°üfi áÑdÉ£dG ∫ó©e ¿ƒµj ¿CG ∫ÉªàMG  (Ü

70 ≈∏Y ø¡æe πc ∫ó©e ójõj »JGƒ∏dG äÉÑdÉ£dG OóY  (`L

277
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»©«Ñ£dG ™jRƒàdG ∫hóL

0^000^010^020^030^040^050^060^070^080^09
0^5000 0^0

0^1
0^2
0^3
0^4
0^5
0^6
0^7
0^8
0^9
1^0
1^1
1^2
1^3
1^4
1^5
1^6
1^7
1^8
1^9
2^0
2^1
2^2
2^3
2^4
2^5
2^6
2^7
2^8
2^9
3^0
3^1
3^2
3^3
3^4

0^50400^50800^51200^51600^51990^52390^52790^53190^5359
0^53980^54380^54780^55170^55570^55960^56360^56750^57140^5753
0^57930^58320^58710^59100^59480^59870^60260^60640^61030^6141
0^61790^62170^62550^62930^63310^63680^64060^64430^64800^6517
0^65540^65910^66280^66640^67000^67360^67720^68080^68440^6879
0^69150^69500^69850^70190^70540^70880^71230^71570^71900^7224
0^72570^72910^73240^73570^73890^74220^74540^74860^75170^7549
0^75800^76110^76420^76730^77040^77340^77640^77940^78230^7852
0^78810^79100^79350^79670^79950^80130^80510^80780^81060^8133
0^81590^81860^82120^82380^82640^82890^83150^83400^83650^8389
0^84130^84380^84610^84850^85080^85310^85540^85770^85990^8621
0^86430^86650^86860^87080^87290^87490^87700^87900^88100^8830
0^88490^88690^88880^89070^89250^89440^89620^89800^89970^9015
0^90320^90490^90660^90820^90990^91150^91310^91470^91620^9177
0^91920^92070^92220^92360^92510^92650^92790^92920^93060^9319
0^93320^93450^93570^93700^93820^93940^94060^94180^94290^9441
0^94520^94630^94740^94840^94950^95050^95150^95250^95350^9545
0^95540^95640^95730^95820^95910^95950^96080^96160^96250^9633
0^96410^96490^96560^96640^96710^96780^96860^96930^96990^9706
0^97130^97190^97260^97320^97380^97440^97500^97560^97610^9767
0^97720^97780^97830^97880^97930^97980^98030^98080^98120^9817
0^98210^98260^98300^98340^98380^98420^98460^98500^98540^9857
0^98610^98640^98680^98710^98750^98780^98810^98840^98870^9890
0^98930^98960^98980^99010^99040^99060^99090^99110^99130^9916
0^99180^99200^99220^99250^99270^99290^99310^99320^99340^9936
0^99380^99400^99410^99430^99450^99460^99480^99490^99510^9952
0^99530^99550^99560^99570^99590^99600^99610^99620^99630^9964
0^99650^99660^99670^99680^99690^99700^99710^99720^99730^9974
0^99740^99750^99760^99770^99770^99780^99790^99790^99800^9981
0^99810^99820^99820^99830^99840^99840^99850^99850^99860^9986
0^99870^99870^99870^99880^99880^99890^99890^99890^99900^9990
0^99900^99910^99910^99910^99920^99920^99920^99920^99930^9993
0^99930^99930^99940^99940^99940^99940^99940^99950^99950^9995
0^99950^99950^99950^99960^99960^99960^99960^99960^99960^9997
0^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^99970^9998

CG

CG0
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